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REC HE RCHES 

SUR  LE  DEGR£  DES  EQUATIONS 

R £ su L T A NT  E S 

DE  L ’£  VANOUISSEMEN  T DES  1NC0NNUES, 
Et  fur  les  moyeus  quil  convient  d’ employer 

r 

pour  trouver  ces  Equations . 

Par  M.  B t z o u t. 

LE s Recherches  dont  je  vais  expofer  les  relidtats  dans  ce 
Memoire , doivent  naillance  a celles  dont  je  continue 
de  m’occuper  fur  la  rdfolutjon  algd>rique  des  equations ; quelque 
route  qu’on  prenne  pour  refoudre  ce  dernier  probleme,  on  aiuu 
toujours  a eliminer  plufieurs  inconnues  dont  ies  rapports  fecont 
sxprimes  par  des  Equations  plus  ou  moins  dev&s ; c’eft  done 
preparer  les  voies  que  de  travailler  a perfaflionner  les  methodes 
d elimination ; j8c  pour  y parvenir,  le  probleme  qu’on  doit 
(e  propoler  dt,  ce  me  femble,  tic  determiner  a quel  degre 
doit  tnonter  1‘ equation  refuhaute  de  V&inunfliion:  en  effet,  cette 
connoiflance  une  fois  etabiie , on  a,  fi  je  puis  m’exprjmer  ainfi, 
la  pieine  de  touche  a l’aide  de  laquelle  on  peut  juger  du  merit? 
des  methodes  qu’on  le  puopole  d’employer  pour  eliminer. 

Si  les  methodes  delimination  navoient  d’autre  utilite  que 
leur  application  a la  reiolution  algebrique  des  equations , je  me 
lerois  contente  de  ce  qui  peut  avoir  rapport  a ce  dernier  objet 
& je  laurois  r&ini  avec  ce  que  j’ai  pu  trouver  julqua  prelent 
(ur  cette  matiere ; mats  ces  methodes  ont  une  application  beau- 
coup  plus  etendue  & telle  qu’elles  deviennent  indilpenlables  dans 
tous  les  problemes  ou  il  y a plus  dune  inconnue.  En  effet, 
fi  on  a des  methodes  pour  reloudie , par  approximation , les 
jprobl&nes  determines  lorlqu’ott  n a qu’une  feule  Equation , on 
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n’en  a pas  de  m£me  pour  ies  rdoudrepar  approximation 
iorfque  Ies  relations  des  inconnues,  qui  en  font  lobjet,  reftent, 
pour  ainfi  dire,  difperfees  dans  plufieurs  Equations;  ainfi  quand 
mdme  on  feroit  condamn^  pour  toujours  a reioudre  par  appro- 
ximation, ies  methodes  d'dimination  nen  feioient  pas  moins 
indifpenfables. 

Mais  pour  ne  point  enveloppfer  dans  mon  travail  ce  qui 
peut  appartenir  a d’autres , je  crois  devoir  donner  un  tableau 
de  i’etat  pident  de  i’analyfe  coniid&ee  rektivement  k cette 
partie. 

M.  Newton  eft  le  premier,  je  penfe,  qui  ait  donnj*  des 
methodes  generates  pour  diminer  Ies  i neon  lines  : ces  methodes 
s’appliquent  avec  fucces  k un  certain  nombre  d’exemples  choifis  ; 
mais  iorfqu’on  Ies  applique  k des  degres  un  peu  eleves , dies 
conduifent  k des  Equations  qui , k la  verite , renferment  Ies 
lacines  utiles  au  probkme,  mais  qui  en  admettent  en  m£me 
temps  d’inutiles , & cela  en  nombre  dautant  phis  grand,  que le 
nombre  des  equations  & le  degre  de  chacune  deviennent  phis 
deves  : cet  inconvdiient  fait  naitre  deux  difficult^ ; celle 
de  ddmder  Ies  racines  utiles  d’avec  les  inutiles,  & ceiie  d’&re 
obligd  louvent  d’abandonner  comme  interminable  un  calcul 
qu’avec  une  autre  mdhode  on  peut  conduire  k fa  fin. 

^ Ces  difficult^  ont  frapp£  M.r*  Euler  (a)  & Cramer  (b), 
& l'un  & l’autre  de  ces  deux  lavans  Analyses  y ont  apportd 
remMe,  mais  uniquement  pour  le  cas  ou  Ion  nauroit  que 
deux  Equations  & deux  inconnues ; Ies  methodes  qui ils  ont 
donn&s  font  ti^s-dignes  de  la  kgacte  de  ieurs  auteurs,  Sc  je 
naurois  pas  &€  tentf  d'en  chercher  de  nouvdles  fi  eUes  eulfejt 
Ajalement  applieables  k un  plus  grand  nombre  d’dpations ; 
mais  telle  eft  la  nature  de  ces  mdhodes,  qu’dle  exige  .que 
pour  diminer  on  compare  Ies  Equations  deux  k deux : or  on 
verra  dans  la  flute  de  ce  Memoire,  que  ce  procede  conduit  k 
des  Equations  beaucoup  plus  dev&s  qu'il  ne  faut,  & pour  nen 

(a)  Memoires  de  I’AcadCmie  d t Berlin,  annee  174.8.  , 

(b)  Introduction  a I’Analyfe  des  lignes  courbes  algebriques,  darts 

Fappendicei  * ^ 
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citer  qu  un  exempie , qul  certainement  n’dt  pas  le  plus  frappant, 
fi  Ton  a trois  Equations  du  3/  degre,  par  exempie,  & qu’on 
dimine  par  la  comparaifon  des  equations  deux  a deux , 1 equation 
finale  fera  du  8 i.e  degr^;  cependant  nous  verrons  quelle  lie 
doit  pas  pafler  le  49.* 

La  methode  de  Newton  n’exige  pas,  a la  v&ife,  qu’on 
dimine  par  la  compaiaifen  des  djuations  deux  a deux ; mais 
elle  nen  a pas  pour  cda  aucun  avantage  fur  celle  de  M.ri  Euler 
& Cramer , dans  le  cas  ou  i’on  a plus  de  deux  equations ; 
au  contraire,  die  flit  encore  acqudir  a i’equation  finale  de 
nouveaux  fiufteurs  inutiles. 

Mais  ce  qui  rendra  encore  plus  fenfible  le  beloin  que  l’on 
a de  mdthodes  d elimination , c’dt  la  reflexion  fuivante. 

Tant  qu’on  n’a  que  deux  equations  & deux  inconnues , de 
quelque  manfere  qu’on  s’y  prenne  pour  diminer,  on  parviendra 
it  une  Equation  qui , ft  elle  dl  plus  devee  quelle  ne  doit  etre, 
aura  un  divifeur ; a la  verite  le  travail  qu’il  faudra  faire  pour 
trouver  ce  divileur , fera  de  nature , dans  plufieurs  cas , a rebuter 
le  Calculateur  le  plus  intrepide;  mais  enfin  il  eft  trouvable: 
it  nen  eft  pas  de  meme  quand,  ayant  plus  de  deux  equations, 
on  dimine  en  les  oomparant  deux  4 deux;  quand  on  ne  feroit 
monter  chaque  Equation  rdiiltante  de  l’evanouiflement  d’une 
inconnue  qu’au  degrd  pr&is  ou  elle  doit  monter,  en  vain 
chercheroit-on  dans  chacune  le  divileur  qui , en  les  abaiftant, 
feroit  que  l’equation  finale  feroit  d’un  moindre  degr£;  aucune 
n’aura  de  divifeur;  ce  ne  pourra  6tre  qu’en  les  comporant 
entrelles  qu’on  trouvera  une  Equation  qui  aura  en  effet  un 
divifeur  ; mais  qud  eftle  fit  qui  conduiroit  dans  ce  labyilnthel 
C’eft  ce  quit  n’eft  pas  aife  de  determiner : heureufement  on 
pent  sen  pafler , en  empbyant  les  mdhodes  que  nous  piropofens 
dans  ce  M^moire.  Je  crois  done  pouvoir  dire , qu’excepfe  le 
cas  oil  I’on  n’a  que  deux  dotations , on  n’a  pas  de  mdthode 
certaine  pour  conduire  lequation  finale  diredement  au  degr£ 
quelle  ne  doit  pas  pafler,  non  plus  que  pour  determiner  qud 
aoit  etre  ce  degre. 

Ce  fent  - 1A  les  deux  objets  que  je  me  feis  propofe  dans 
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ce  M&noire.  Quoique  les  equations  & deux  inconnues  aient 
&e  tiaitees , j’ai  penfe  qu’ii  tie  foroh  pas  inutile  de  revenir  fur  cet 
objet,  non  que  je  pretende  decider  ma  m&hode  prefdable 
a cede  que  M.”  Euler  & Cramer  ont  donnee  pour  ce  cas  fou- 
lement,  mais  parce  que  cette  meine  methode  etant  uniforme, 
j’ai  cm  me  rendre  plus  clair  en  fortifiant  I’anaiogie  par  la  reunion 
de  ce  cas  avec  les  autres , & en  m&ne  temps  parce  que  dans 
on  travail  aufli  long  que  left  fouvent  celui  de  1 elimination , il 
n’eft  pas  inutile  de  multiplier  les  methodes  fur  lelqueiles  les 
Calculateurs  peuvent  porter  leur  choix. 

Je  reduis,  dans  ce  Memoire , tout  le  travail  de  l’di  miration  ; 
a quelque  degrC  que  montent  les  equations , je  le  rCduis,  dis-je, 
& diminer  des  inconnues  au  1 .er  degre ; il  n’y  a encore  que 
foil  peu  de  temps  qu’on  a une  methode  pour  trouver  la  valeur 
des  inconnues  dans  les  equations  du  i degrC  dune  maniere 
fimple  & fins  que  cette  valeur  Ibit  compliquee  de  quelque 
fatfeur  inutile ; quand  ces  Equations  ont  toute  lagenCralitC  dont 
elles  font  fufceptibles , la  methode  ordinaire  les  donne  lous  une 
forme  plus  compliquee  qu’elles  ne  font  reelieitient. 

M.  Cramer  a donne  une  r£gie  geneiale  pour  les  exprimer 
toutes  debairaflfes  de  ce  falleur : j’aurois  pu  m’en  tenir  a cette 
rCgle ; mais  l’uiage  m a fait  connohre  que  quoiqu’elle  foit  allez 
fimple , quant  aux  lettres , elle  ne  felt  pas  de  m£me  b.  l’Cgard 
’ des  fignes  iorlquon  a aiwieli  d’un  certain  nombre  d’inconnues 
a calculer ; j’ai  done  cm  devoir  revenir  fur  cet  objeL  11  me 
forcible  avoir  -reduit  le  travail  i n’exiger  d’autre  attention  que 
celie  qu’ii  faut  pour  Ccrire  des  lettres : quoique  le  lemme  foivant , 
qui  la  renfenne , ne  l’Cnonce  pas  expreflement,  il  fora  facile 
de  Ten  deduire ; je  ne  crois  pas  devoir  m’y  arr&er , n’ayant 
pas  tant  £ cafculer  ces  inconnues  elles-mfimes  que  le  rdultat 
•de  leur  fubftitution  dans  1’une  des  equations , & cell  propiement 
ce  que  renfenne  ce  m£me  lemme.  Je  me  borne,  dans  ce 
M&noire , it  diminer  les  inconnues  dans  les  Equations  de 
dif&rens  degres , l’une  aprfa  1’autre : ft  le  temp  me  permet  de 
poulfer  plus  loin  mes  rechaches,,  je  ne-defolpre  pas  d’ajouter 
quelque  degre  de  perfection  k ces  methodes. 

Oo  ij 
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L E M M E I. 

Si  Ion  a un  nombre  n cf&juations  du  premier  dqgrd  qu* 
renferment  chacune  un  pareii  nombre  d'inconnues,  Ibis  aucun 
terme  ablolument  connu,  on  trouvera  par  la  r£gle  fuivante 
la  reladon  que  doivent  avoir  les  coefficiens  de  ces  inconnues 
pour  que  toutes  ces  Equations  aient  lieu. 

Soient  a,b,c,d,  & c.  les  coefficiens  de  ces  inconnues  dans 
la  premiere  Equation. 

d , b',  c,  tf,  &c.  les  coefficiens  des  m&nes  inconnues 
dans  la  feconde  Equation. 

d',  b",  <?,  d',  &c.  ceux  de  la  troifeme  & ainfi  de  fiiite. 

Formez les  deux  permutations  ab&ba  & &rivez  ab  — ba\ 
avec  ces  deux  permutations  & la  lettre  c,  formez  toutes  les 
permutations  poffibles , en  obfervant  de  changer  de  figne  toutes 
les  fois  que  c changera  de  place  dans  ab  & la  m&me  cholfi 
& fdgard  de  ba\  vous  aurez 

abc  — acb  — 1—  cab  — bac  -4-  bca  — — cba. 

Avec  ces  fix  permutations  & la  lettre  d,  formez  toutes  les 
permutations  poffibles,  en  obfervant  de  changer  de  figne  a 
chaque  fois  que  d changera  de  place  dans  un  m£me  terme ; 
vous  aurez 

abcd—abdc-)radbc—dabc — acbd-t-dcdb—adeb-+-ddcb-\-cabd — cadb-+-cdab—dc*b 
*— bacd+badc — bdac-t-dbac-\-bcad — bcda-+-bdca — dbca — cbad-hcbda — cdba-t-dtba 

& ainfi  de  fiiite  jufqua  ce  que  vous  ayez  Ipuife  tous  les  cofif- 
ficiens  de  la  premiere  equation. 

Alors  confervez  les  lettres  qui  occupent  la  premiere  plate; 
donnez  h celles  qui  occupent  ia  feconde,  la  m&me  marque 
qu’elles  ont  dans  la  feconde  Equation;  & celles  qui  occupent 
la  troifieme,  la  meme  marque  qu’elles  ont  dans  la  troi&me 
Equation , & ainfi  de  fiiite ; ^galez  enfin  le  tout  & zero  & vous 
aurez  l’&juation  de  condition  cherch^e. 

Ainfi  fi  vous  avez  deux  Equations  & deux  inconnues  comme 
a x -H  by—  o 
d x b'  y =;  o 


Digitized  by  ^.ooQle 


des  Sciences.-  *p) 

Lequation  de  condition  fera  ah'  — ha!  =:  O ou  ah', 

— ah  — o. 

Si  vous  avcz  trois  Equations  & trob  inconnues  comme  ii  fiiit : 
a x -4-  b y -4-  c i s ° 

ex'  *•  -H  ^ -4-  c'  j = o' 

<*"*  -4-  b"  y -+-  c'z  = o 
f Equation  de  condition  fera 

cicm  — ae'b"  H-  cab"  — JaY'-f-  JcV  — cb'a'  = o, 
ou 

— ab"c  -+-  ab"c — a'  be"  a"  be  — a"b‘c=z  o. 

Si  vous  avez  quatre  Equations  & quatre  inconnues  comme 
il  iuit : 

a x -+-  b y -+-  c i d t = o 

a'  x -4—  b'  y -4—  c'  % -4—  d!  t = o • 

a"  x -4-  b"  y -4-  d'  J -4—  d"  t = O 

d"x  H-  -4-  -4-  4/"/  = o 

liquation  de  condition,  aprfcs  avoir  rdtabli  lordre  alpha- 
betique,  fera 

ab'c'd"  — a b*  d"  d'  + add'd'  — d b" c"  d — a bm  d dm 

4-  ab-dd"—  ab"dd‘  4-  dbmdd  + ddcdm  — a' bmc  dm 

4-  dbmed'  — a bm  d d — dbdd"  4-  dbd'd"  — a b d" d' 

4.  ^^'4-^4-  a'bdd"-  a"bdd"+  amb  d d'  — * 

— <*'4'  4 ^*'4-  aMdcdm  — amb“c  d'  4-  ambmdd  = oj 

mais  comme  ces  Equations  de  condition  doivent  fervir  de 
formules  pour  {elimination  dans  ies  Equations  de  differens 
degfos,  il  convient  de  leur  donner  une  forme  qai  rende  ies 
febftitutions  le  moins  pdnibles  qu  il  fe  pourra ; podr  cet  efiet , je 
ies  mets  (bus  cette  forme: 

(ad-  db)  d+(d'b-ab")d  + (d  b"  a b' ) C — O, 

[(ad  - db)  d + (db  - ad)  d 4-  (db'-dd)  c ] d~ 

4 -[(db  - ad)  d* 4.  (ab~-a"b)  d 4-  (d?V  - db")c]  dm 
+ \(a~b  -ad)  d 4-  (*  b'-db)  c"+  ( a-b"-a~b")c]d ' 

+ amd)d’+(a"b--d’b~)d+  (a‘ b'-dd)  d]d=0. 

Ooiij 
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Cette  nouveile  forrfie  a deux  avantages;  le  premier,  de  rendte 
ies  fubftitutions  a venir,  plus  commodes;  ie  deuxieme,  cell 
doffrir  une  regie  encore  plus  fimple  pour  la  formation  de  ces 
formules, 

En  effet,  il  eft  facile  de  remarqaer  j .°  que  le  premier 
terme  de  Tune  quelconque  de  ces  equations , eft  formd  du ' 
premier  membre  de  icquation  precddente , 'multiplie  par  la 
premiere  des  lettres  quelle  ne  renferme  point , cette  lettre 
etant  affeftee  de  la  marque  qui  fuit  immediatement  la  plus 
haute  de  celles  qui  entrent  dans  ce  mdme  membre. 

2.0  Le  deuxieme  terme  ie  forme  du  premier,  en  changeant 
dans  celui-ci  la  plus  haute  marque  en  celle  qui  eft  immedia- 
tement au-deftous  & reciproquement , & de  plus  en  changeant 
les  fignes. 

3.0  Le  troiffeme,  fe  forme  du  premier,  en  changeant  dans 
celui  - ci  la  plus  haute  marque  en  celle  de  deux  numdros  au- 
deftous  & reciproquement , & de  plus  en  changeant  Ies  fignes. 

4.0  Le  quatridme , fe  forme  du  premier,  en  changeant  dans 
celui  - ci  la  plus  haute  marque  en  celle  de  trois  numdros  au- 
deftous  & reciproquement,  <8c  changeant  les  fignes,  & toujours 
de  mdme  pour  ies  iuivans. 

Par  exemple,  la  deuxidme  Equation  de  condition  a pour 
premia1  terme  ab'  — - a'b,  qui  eft  le  premia  membre  de  h 
premiere , multiplid  par  c,  qui  eft  la  lettre  qui  Cut  immedia- 
tement les  lettres  a & b,  & qui  a la  marque  a qui  liih 
immddiatement  la  marque  /,  la  plus  haute  de  celles  qui  entrent 
dan sab'-*  a'b. 

Le  deuxidme  tome  de  cette  feconde  equation  de  condition 
eft  Y a"b  — a b")  c,  qui  n’eft  autre  chofe  que  (ab'  —ab)c, 
dans  lequel  on  a change  les  fignes,  & //  en  /,  & / at  //; 
& ainfi  de  fuite. 

D aprds  ces  obfervations , it  fern  facile  de  voir  que  lequation 
de  condition  pour  cinq  inconnues  & cinq  equations,  fera 
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[(«  b'-a'b  ) c"  + (db  - a b"  ) c' + (d  b"  - a"  V )c  ] d"  \ 
+ [(db-  - a b'  ) c'"+  (a  b"  - di  ) c' + (d"b'  - d b")  c ] d " ( 

+ [(d"b  -a  V")  c"  + (a  b"  — a b ) c'"+  ( a " b"—  d'b"  ) c ] d'  ( 

4-  [ (a‘  r - d"b‘  ) c"  + (db“  - db")  c'  + (db'  - a'  b"  ) c"  ] d ) 

+ [(d  b -aV  )c'  + (a  bu—  a'b  ) d'+  (a'b'  - a'  b'  ) c ] d"\ 

+ [(«  b'  — d b ) c""+  ( d"b  - 4 b"")  c'+  (a'  b'"-  d"b f ) c ] d"  ( 

+ [ (a  b"—  d"b  ) c"  + (a"  b - a b”)  c""+  (a'"btt  - a'  b"")  c ] d'  V 

4.  [^'  - d b")  <'4-  (a'b"'-  a'b" ) c'  + (d  b"  - a"  b‘)  c""]  d ) 

+ [(a'b  -a  b'  ) c""+  (a  b"-  a""b  ) c'  + (d'b'  - d b")  c ] d"' \ 

+ [(a  b'  -a'b  ) c"'+  (d'b  - a b" ) c'  + (d  b"-  d'b'  ) c ] d'"f 

4-  l (a  b"-  d'b  ) c"" 4-  (dmb»-  a b"")  c" 4-  (d'b""-  d'b")  c ] d'  ( 

+ (•  (d'b'  — d b")  c"" 4-  (dm*—  d'b"")  v 4-  (d  r—  d"b‘ ) c"  ] d ) 

4-  [ (d'b  - a bm)  c"  + (a  b"-  a'b  ) c""+  (d  b""-  d'b"  ) e ] d'  \ 

4-  f (a  b"-  d"  b)  c'"+  (d'b  - « b")  d"'+  (d'b'"-  d'b"")  c ] d"  ( , 

4-  l (a  r-  d'b  ) c"  4-  ( d'b  - a b")  c'"+  (d'b"  - a"  b" ) c ] d""V 
4-  [ (d'b”"-  d'"b'")  f"4-  (d'b'"—  d'b" ) c""+  ( a""b" - d'b"")  c'"]  d ) 

4-  [ (d  b"' - d"b' ) c" 4-  (d'b"  - d'b"' ) V 4-  (a"  b'  - d b"  ) c"  ] d'"\ 
4.  [ (d'b'  — « b'f)  c"+  (dr—  d'b"')  d 4-  (d  b"-  d'b'. ) c""  ] d"  r 
4.  r (d'b"-  d’b")  d 4-  (dr-  d'b" ) c'“ 4-  (db" -dr)  r\ d'  ( 

4.  l(a'"b'  - d b")  c"  4-  (a  bm-  d'b".)  c'  4-  (d  b"  -db'  ) c"‘  ] d"") 
= 0. 

COROLLAIRE. 

Chacun  des  termes  de  I equation  de  condition  a done  eflen- 
tiellement  le  meme  nombre  de  fa&eurs,  & ces  fa^eurs  font 
teilement  combing  que  jamais , dans  tut  m^me  terme,  il  ne 
sy  en  rencontre  deux  qui  appaitiennent  a une  m^me  inconnue* 

LEMMEiL 

Si  on  a un  nombre  quelconque  //  de  quantity  a,  b,  c,  d,  e,  &c. 

& qu’au-deflous  de  chacune  de  ces  quantity,  on  ecrive  les 
progreflions  arithmetiques  fuivantes, 


Digitized  by 


Google 


ip6  M^moires  de  l’-Acad£mie  Rotale 

^ i C,  d,  C,  f 

* + k,  k + k,c  + k,  d-\-  k,  c -f-  k,f+  k 

«+**.  < + * *»  / + i i 

* + 3 **  ^ "b  3 kt  c -J-  3 k,  </-J-  3 # + 3 *.  / + 3 * 

<t-J-4.it,  ^ + 4.*^,  r -J- 4.  A,  # -J- 4.  A, /-J- 4 4 

* + 5 *'  ^ + 5 c + 5 *»  ^ + 5 * + 5 k,  / + j 4 

en  continuant  les  progreftions  jujCqu’i  ce  que  le  nombre  des  tomes 
de  chacune  (bit  egal  au  nombre  //  des  quantity , je  dis  que  dans 
quelque  ordrq  qu  on  ajoute  //  termes  de  ces  progreftions , pourvu 
quon  n’y  comprenne  jamais  deux  termes  dune  m&ne  cofonne 
ni  deux  termes  dune  m£me  bande,  la  (omme  (era  toujours  la 

<n£me  & nr  S -J—  n . -■  ~ 1 k,  S marquant  la  (omme 

des  termes  qui  compolent  la  premiere  bande. 

Cette  propofition  eft  ft  facile  k demontrer , que  je  ne  m’y 
arr£terai  pas. 

II  eft  encore  Evident  que  k propofition  eft  k m&ne  ft  les 
progreftions  etoient  telles  qu  il  (bit : 

k — 3 k,  c — 2 k,  d + 3 k,  e,  /+  k 

a + 1 k,  6 — z k,  c — k,d+  + k,e+  k,  f+zk 

a -J-  2 k,  i — k,  c,  d $ k,  e + z k,  f + 

€t  3 k,  b , c 4*  4"  ^ ^ 4"  3 ^ > f "f*  4 ^ 

a + ,4-  k,  k + k,  < + **,  d -\-y  k,  # -f.  4.  A,  /- f-  j i 

* + S k,  k + z k,  c + ) k,  d+  8 k,  e+  f k,/+6k 

k (omme  (era  toujours  egale  k (a  (omme  des  termes  qui  com- 

po(ent k premi&re  bande,  -+-  n . — ~ --  k,  c’eft-a-dire, 

dans  le  cas  prdfent,  = a -+-  b -4-  c A «-»-  e -f -/ 

— 3 k — 2 k -H  3 k -t-  k -J-  6 .Ifsi 
• 2 

^ — I — c - 1 - d — J—  c —f”  14^ 

Les  progreftions  pourroient  encore  ne  pas  commencer  toutes 

ala 
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i k m£me  ligne  & m&ne  avoir  plufieurs-  kcunes ; k iomme 
des  termes  pris  fuivant  1’^nonce  du  Iemme,  iera  toujours  k 
m£me;  bien  entendu  qu’on  ajoutera  neellement  //  termes , c’eft-A- 
dire  qu’on  ne  coniptera  point  wic  kcune  pour  un  terme : ainft 
ft  1’on  avoit 

a,  b, 

a -f.  k,  b -f-  k,  c — k,  d + k,  e, 
a + zk,  e,  e + k, 

a + 3 k,  b + $k,  c -f-  k,  d 4.  3 k,  e + xk, 

a 4A,  b -f-  4 k,  d 4~  4 k,  e + 3 k, 

fi  vous  prenez  cinq  termes,  de  maniere  qu’ii  ne  sen  trouve 
point  deux  d’une  tn^me  coionne , ni  deux  d’une  meme  bande, 
yous  aurez  toujours  a -4-  b -4-  c -+-  d 4-  e -4—  7 k. 

L’expreffion  g^ierale  de  k iomme  iera  encore  S -4-  n 

. -*  1 k,  en  entendant  par  S la  iomme  des  termes  qui 

compoieroient  la  premiere  bande,  fi  les  progreffions  Aoient 
proiong&s  juiqu’i  cette  bande ; ainfi  dans  ie  cas  preient  ou  ces 
termes  iboiait  a,  b,  c — 2 k,  d,  e — k,  on  auroit 

b r ^ k 4™  d | r * 

& par  coni£quent  k iomme  cherchee  =:  a H-  b -+-  c 

— 2 k -4-  d e — k -4-  5 • ■—  k a -4—  b 

— c H—  d -t-  e -4-7  k. 

COROLLAIRE* 

Puiique  les  coefficiens  des  inconnues,  que  nous  avons  confi- 
d£r&s  dans  ie  Iemme  I,  entrent  toujours  dans  kcompofition  de 
chaque  teime  de  {’equation  de  condition , en  pareii  nombre , 

& de  maniere  que  jamais  deux  coefficiens  d*une  m£me  inconnue 
ne  s’y  rencontrent , il  s’eniuit  que  ft  ces  coefficiens  Aoient  des 
fon&ions  d’une  ou  de  plufieurs  quantites  dont  k plus  haute 
dimenfion  format,  dans  ies  coefficiens  d’une  meme  inconnue, 
une  progreffion  arithmetique , & ft  en  m£me  temps  ces  pro- 
greffions  avoient  toutes  tine  difference  commune , il  s’eniuit , 

Mem.  176 • Pp 
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dis-je , que  dans  1 equation  de  condition , la  plus  haute  dimenfton 
des  quantity,  dont  les  coefficiens  font  des  fondions , leroit 

— t—  n . " ~ — k,  S marquant  la  lomme  des  plus  hautes 

dimenfions  dans  les  coefficiens  de  la  premiere  equation,  ou 
ce.que  cette  lomme  leroit  li  toutes  les  progneffions  btoient 
pnolongees  julqu’sl  cette  equation , & k la  difference  des  plus 
hautes  dimenfions  dune  Equation  a 1 autre. 

APPLICATION  de  ce  qui precede,  a la  recherche  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l’ equation  finale,  refultante  de 
t evanouifiement  des  inconnues  dans  les  equations  de 
• plufieurs  degree. 

I« 

Des  Equations  a deux  inconnues . 


Axm  + BS* 
A'S'-h  BT' 


C/-V  Dx*  - 1-4-  E xm 
‘H-  ETm-'- 


v - O (L) 

V = o (U) 


deux  Equations  dans  lelquelles  A,  B,  C,  D,  &c.  loient  des  fonc- 
tions dune  m£me  inconnue y,  & de  connues;  (avoir  A , de p 
dimenfions;  B,  dep  i dimenfions ; C,  dtp  -+- 1 dimen- 
fions, & amfi  de  fuite;  & que  A’,  B‘,  C,  &c.  aient  auffides 
dimenfions  qui  loient  exprimees  relpedivement  par  p,p-\-  r, 
p -4-  t , &c.  La  queftion  d eliminer  x,  fe  r&Iuit  a trouver  une 
fonclion  de  *,  par  laquelle  multipliant  la  premiere  Equation, 
& une  autre  fondion  de  x , par  laquelle  multipliant  la  leconde, 
la  fomme  des  deux  produits  loit  telle  que  cliaque  puilfance  de  x 
dilparoifle ; alors  1 equation,  reduite  a Ion  terme  fins  x,  exprimen 
neceffaiiement  lequation  en  y,  neceffaire  pour  que  les  Equations 
propolees  aient  lieu. 


Soient  doncj 


M xn  -4-  Nx*  ~ 1 Px*  “ * Q x*  — J 
ATif'-h  N'm 1 ?'»•'-  • -+-  Q'x”-  » 


Rxm  - 
■+-  R 


4 -t- 


T 

V. 


oes  deux  fbndions  de  x ; en  faifint  les  multiplications , on  aura 
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A Mm*  **  Mx*  + • ~l  + CMxm  * * “ ‘ -t-  D Mxm  * • ~ » -t-EMx"  ...V  T — 9 

4*  A!M!m  *,*9> A N x"  * * -t-B  Hxm*m-M-i-CNxm  '•-i  + D Nxm  *■  “ * +-V  T*. 

-+-  B'Afx"'*  ,-+-APxm*m'“t-t-B  Pxm*'~,-\-CP  xm  *m  ~ * 

-i-AN'x*'*  m'-,-+-C'Afxm'*'u-  ‘^.A^x**  •-  *-t-  BQx"  +m  ~ * 

-+-  B'N'x"'*  * -*-DM'xm'*  > -+-AB  »-*•-* 

A! F' x"' + m*Z '-^.arx*' E' M' xm' * n> ~ * 

-*-B'F  x"1*  i-t-D’N'x"'*  ♦ 

/I'C'*  ♦ ? r * -+-  <7  X ■' '+  ♦ 

-'r  * 

& k condition  que  chaque  puiflance  de  x difparoifle , donnera 
les  Equations  fiiivantes,  m -+-  n — m //',  & 

A M ■+■  A'M'.  = • 

A N-+-  A N'-+-  B M ■+■  B'M’  = 0 ' 

^f-t-  ,47*  -+-£//-*-  £'//'-+-  C/W  -+-  C'AT  = o 

AQ-t-A'<?+  BP  -+-  B'P'-t-CN-t-C’N'-i-  DM  -+-  DM'  ~ o 
AR^-A!F-^  BQ  -+-  BQ;  + CP  -h  C'P'-+-  DN E/W  + EM+  E’M'  =z  o &c; 

& par  confequent  F7’  -1-  V T'  =:  o. 

II  faut  de  pius  que  ie  nombre  des  coefficiens  indetermines , 
foit  dgal  au  nombre  total  de  ces  Equations,  c’eft-a-dire  = m 
— I—  n -t—  1 ; car  quoique  Ie  nombre  des  pui fiances  de  x ne 
Ibit  que  m -4—  n ; comme  chaque  terme  qui  entre  dans  les 
Equations  ci-defTus  eft  affecfte  dune  quantite  inconnue , il  y 
aura  necefiainement  une  de  ces  inconnues  qui  reftera  indcter- 
minee,  & qui  difparoitra  par  la  divifion  lorlqi/on  lubftituera 
dans  {’Equation  VT  -+-  V'T'  = o ; 
done  m H—  n — 1 zr:  n — t—  1 — H n — p-  r - 
Sc  par  coiil&juent  //'  :zz  m — 1 &_  //  rrr  tri  — 1. 

Done  ft  on  a deux  Equations  ou  x loit  dans  I’une  au  degre 
m,  & dans  I autre  au  degr£  ni;  pour  en  elimirier  x,  il  faudra 
multiplier  la  premiere  par  un  polynome  tnftdtermind  du  degre 
ni  — 1 , & la  feconde  par  un  pplynome  ind&ermin^  du 
degr£  m — 1 , les  ajouter  & ^galer  4 zero  les  coefficiens  de 
chaque  puiflance  de  x , ie  dernier  terme  de  la  Ibmme , fera 
icquation  en  y.  • 
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On  pourroit , en  diet , fuivre  cette  mdhode ; mais  comme 
nous  en  donnerons , d - aprd , une  plus  expeditive , nous  ne 
confidererons  les  Equations  que  nous  venous  dexpofer,  que 
relativement  au  parti  qu’on  en  peut  tirer  pour  determiner  le 
• degre  de  lequation  en  y. 

II  eft  facile  de  voir  4 I’inlpe&ion  de  ces  Equations , que  les 
Toefficiens  dune m£me  inconnue  A1  ou  N &c.  AT  ou  N', &c. 
ont  des  dimenfions  en  progidfion  arithmetique , & que  toutes 
ces  progreflions  ont  la  m£me  raifon  ou  difference.  Done  elles 
font  dans  le  cas  du  corollaire  du  lemme  1 1 , & par  confcquent 
la  plus  haute  dimenfion  de  y dans  l’&juation  finale,  fora, 

gdieralement  parlant,  S -4—  (m  -4-  n -4-  i ) x ( — ) ; 

il  s’agit  done  d’a voir  les  valeurs  de  S & de  k ; or  t .°  A i ; 

z.°  il  eft  facile  de  voir  que  fi  les  progreflions  etoient  pro- 
long&s  jufqua  la premide equation , les  coefficiens  de  Ad,  N, 
P,  Q>  R,  &c.  auroient  pour  dimenfion p , p — i , p — z , 

p 3 , p - — 4,  & ceux  de  AT , N't  P',  Q',  R',  auroient 

p,  p — i , p — 2 , p'  — 3 , p'  — 4 , &c.  ces  deux 
progreflions  ayant,  la  premide  n -4-  i termes , & lafeconde 
» -4—  i termes ; done  S eft  egale  4 la  fomme  de  ces  deux 

progreflions , c’eft-4-dire  que  S (z  p - — ti)  . - — 1 — f— 

( 2 p'  — ri  ) x — —■ ' ; done  fi  on  iiomme  G la  plus 
jhaute  dimenfion  cherchee  de  l’djuation  finale  , on  aura 

G =*:  ( m -4—  n -4-  l ) x ( — ) H—  (z  p — it) 

♦ • — 2 p'  — it) . qui en  fubftituant  pour  a 

& //'  leurs  valeurs  trouv&s  ci-deflus,  devientenfin  G mm 
-\-pni  -\-p' m. 

Re  m a r q u e. 

La  valeur  de  p & celle  de  p ne  doivent  pas  tou jours  fc 
prendre  4 I’infpe^tion  du  coefficient  A & du  coefficient  A',  ft 
but  partir  du  terme  ou  la  fomme  des  expofans  de  x &yeft 
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{a  plus  forte,  & retrancher  de  cette  fomme  l’expofant  de  x 
dans  le  premier  terme ; ie  nombre  qu  on  aura  par  cette  louf- 
traction  (era  ce  qu’on  doit  prendre  pour  p,  par  exflnple,  fi  on 
avoit  les  deux  Equations  luivantes: 

• 

d x*  y — 2 y x*  -4-  y * x — a 9 zzz  o , 

& <*’x}  — 3 a*  x y*  x — y6  r=:  o; 

h plus  forte  fomme  des  expofans  de  x & de  y,  dans  la  premiere, 
eft  9,  dont  je  retranche  i’expoiant  5 de  x dans  ie  premier 
' terme ; ce  qui  donne  p = 4.  On  trouvera  de  m&ne  que 
dans  la  feconde  p = 3 , & par  confluent  1 equation  en  y 
ne  peut  pafler  Ie  degr£  5x3  4x3  -4-  5x3, 

c’eft-a-dire  le  degre  42. 

Au  refte,  la  formule  G n’indique  Ie  veritable  expofant  de 
f&juation  finale  que  pour  les  equations  4 d*eux  inconnues , 
confkterees  dans  leur  plus  grande  g^ndalite ; mais  pour  les  cas 
particuliers , die  eft  la  limite  de  cet  expofant.  La  mdhode 
que  nous  donnerons  plus  bas , pour  dimmer , mettra  4 portae 
d’eftimer  cet  expofant  avec  plus  de  pr&ilion  dans  chaque  cas 
particulier. 

II. 

Des  Equations  a trots  inconnues.  . 

CAx”  +«/  + x-  -’H V = o 

Solent  U'x -H-  B'x~ ' - * H-  Cx-  - * -4-  D'xm’  - J . . . . v = o 
(a"x  ••  4-  B"xm " - * 4-  C-,m”  - * 4-  D"xm"  ~ 5 4-'. ...  K"  = • 

Trois  equations  dans  lefquelles  A,  B,C,  &c.  A',  B',  C‘ , &c. 
A",  B",  C",  &c.  foient  des  fon<5tions  des  deux  inconnues  y 
& 1 &.  de  connues,  telles  que  les  dimenfions  de  A,B,C,  &c. 
foient  p , p -4-  1 , p -4—  2 , & c.  ceiles  de  yf'  i?'  C' , dec. 
foient  y,  y — t—  r , y -4-  2 , &c.  ceiles  de  A",  B",  C" , &c. 
foient  pm,p*  1 , p- 2, Sic.  Pour  avoir  les  deux  equations 
rdultantes  de  ievanouiflement  dex.il  faut  trouver  trois 
forxftions  de  x les  plus  fimples  qu il  fe  puifle , qui  multipliaqt 

PP  "/ 
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refpe&ivement  ce*  trois  oqualions , faflent  que  les  pui dances 
de  x difpanoiflent  de  ia  fomme  des  trois  produhs  , & trois 
Sautres  fbndRons  de  x differentes  des  premieres , mais  les  plus 
fimples  auffi  ^i’il  ie  puille , Sc  qui  aient  ia  m&ne  propriety 

(M  M%  -+-N  x%  P X*  _1-+-2  *"  -t- T 

SoientdoncliW'*"'  “VAf'/'-'+  r 

les  trois  premieres  fon<5tions;  en  faifant  les  multiplications,  & 
ajoutant  les  trois  produits , on  aura : 


A M x-  *•  +i  M xm  *•  ~‘+CM  £ *•  -+-D  Mx"  **  V T =• 

-t -A'M'xm'*m•  A N xm  *H  N xm  *m  -y-C  N »"  *m  “*  -t-  V'T‘ 

-v-  A P xm  *m  —-+-B  P xm  *•  “*  -+-  V*T" 


A-A'N'xm'+m'-t-t-C'M'*m'*m'-,  + AQ  xm  *•  ~i 
B"M"xm”* **-«  B'M' ■+■ D'M' * 

^4 n0 "**-+- ^4' />'  j***11^1  | ^ 

•*'"*«—*+  tf'/” 

•+f  #"***"*”  ‘ ■+■ 

-*-C"N"xmm*mm~* 

B" P"  xm"*'“,~ * 

-+-ye'Q,,****,*r* 

Suppolons  dabord  m — | — //  zr=  «’  -+-  //'  & m -+-  » > 
w*  H—  ou  tout  an  plus  egal ; pour  que  tous  les  termes  en 
x puiflent  fo  d&ruire , il  faut  que  le  nombm  des  coefficiens 
indetermines  (oil  m -+-  a.-t-  i ; done  m — |—  u -t—  i — 
« H-  i -+-  //'  H-  4 — f— //"-H — t , done  ri  — m — n " — 2, 
8c  n =z  m'  ——  a"  — x.  Cela  pole,  ft  on  egale  a tero  les 
coefficiens  de  chaque  puiffance  de  x , on  Format  une  fiiite 
dequations  danslaquelle  if  eftail£  de  voir  i.°  que  les dimenfions 
des  coefficiens  dune  m£me  inconnue  A1  ou  N , formeront 
une  progreffion  arithmetique ; 2.0  que  toutes  ces  progneffions 
arithm^tiques  auront  une  m6me  raifon  ; 3.0  que  fi  on  con- 
tinuoit  ces  progreffions  jufqua  la  premiere  de  ces  equations., 
les  nombres  qui  marqueiont  les  dimenfions  que  les  coefficiens 
de  M,  N,  P,  See.  y devroient  avoir,  font p,  p — — 1 , 
p 2 , &c.  le  nombre  des  termes  &uit  « -+-  1 ; 4.0  que 
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fes  nombres  qui , dans  la  m&ne  fuppofidon , marqueroient  ies 
dimenfions  de  M' , N , P',  &c.  font  p,  p — * 1 , p — 2,&g. 
julqua  un  nombre  de  termes  = u -4-  1 ; 5.0  qua  quel- 
que  terme  que  puifle  repondre  celui  qui  a pour  expolant 
ru"  -4-  n“,  la  place  dans  la  fuite  des  dquations  fora  la  m&ne 
que  dans  cel^s  des  puillances  de  x,  & par  confoquent  expri- 
mee  par  m — 1—  //  — m" — «"  — t—  1 ; done  pour  determiner 
quelle  devroit  £tre  la  dimenfion  du  coefficient  de  M"  dans 
la  premfore  equatioi#il  faut  retrograder  de  /»+« — m" — tt" 
Equations ; done  le  nombre  qui  marqueroit  cette  dimenfion 
foroit  p"  — m — //  — m"  -+-  & par  confoquent  les 

nombres  qui  marqueroient  dans  la  premiere  equatjpn  les 
dimenfions  de  M\  N",  P",  fi  ces  quantites  s’y  trouvoient , 
font  p"  — m — //  -4-  m"  -4-  n",  p"  — m — 11  — 4- 
m «"■ — 1 , p" — m — //  -4-  m" -4-  n — 2,  & c. 
julqu’a  un  nombre  de  termes  = n"  -4-  1 . 

De-li  & du  corollaire  du  iemme  II,  il  ell  aifo  de  con- 
clure  i.°  que  le  nombre  G qui  exprimera  la  plus  haute 
dimenfion  de  I’equation  en  y & 1,  refultante  de  la  comparaifon 
des  m — 4-  11  — I — 1 equations , fora  G — S “4“  (nt  —4“  ti  -4—  1 J 

- k ; 2.0  que  k =:  1 ; 3.0  que  S = ( 2 p — tt ) 

-+-  / V — ••') 

2 m — 2 * -4-  2 m"  -4-  1?  ) ( — - — ),  & par  confe- 
quent  G zzz  (m  H—  « -+-  1 ) ( — - — ) H—  (%p  — 11 ) 
(1^-)  -4-  (ip'—  n)  (^- ) (*  P"  — 

2 in  — 2 tt  h-  2 w"  -4—  «'7  f — - — ),  ou.en  fubftituant 

pour  ft  & «'  fours  valeurs  trouvees  d-deflus , G =r  in  m -4— 
p m —4-  p m — m — ni  -4—  m"  —*—p  — p -\-d"  -4-0i 

(p  -4-  p — p"  -4-  m - 4-  /»'  — /n"  — «"  — 2 y 

quantite  qui  ell  indeterminee  julqu’ici , puilque  rien  encore  n’a 
ifotermiifo  //". 


Digitized  by  fojOOQle 


304  M£moires  de  l’Acad£mie  Rotale 
II  y a done  une  infinite  de  manures  de  parvenir  h.  ¥£- 
quation  en  y & £/  mais  entre  toutes  ces  manieres , il  eft 
Evident  qu’il  faut  s’arr&er  a ceiie  qui  donnera  pour  G la  plus 
petite  quantity  ; c’eft-la  la  condition  par  laquelle  on  doit 
determiner  //"  / il  faut  done  prendre  k differentidle  de  G 
en  regardant  n"  feulement  comme  variable,  ^galer  cette 
differentielle  a zero ; cette  condition  donnera 


n 


ttt  -4—  wi*  wP  -4—  p -4-  pf  -4”  jj* 

a 


Sur  quoi  il  faut  oblerver  maintenant  qu’il  ne  feiu  pas  tbujours 
poffible  de  profiter  du  minimum  abfolu  ; i.°  parce  que  n 

doit  itre  ime  quantity  pofitive ; a.°  parce  que 

<n  -t-  m'  -+-  m"  v t/  -+-  p"  . _ . 

, ne  peut  pas  toujour?  raire  un 


nombre  entier;  3.0  parce  que  m — f-  u doit  &re  plus  grand 
que  m"  — t—  n" , ou  tout  au  plus  lui  £tre  egal ; 4.0  parce  que 
m etant  fiippofe  plus  petit  que  m ou  = m,  il  faut  que 
ni  — % foit  plus  grand  que  //"  ou  tout  au  plus  — n",  cell 
pouiquoi,  pour  plus  de  gen&alitt:  , nous  prendrons • 

<t  m n(  -t-  h?  p t/  + j/'  — a 

® — m — 1, 

ft , Aant  k plus  petite  quantity  qui  puifle  latisfaire  i ces 
conditions. 


Au  refte,  quand  m&tie  on  ne  trouveroit  pas  pour  cl  un 
nombre  qui  put  remplir  ces  quatre  conditions  a4a  fois,  il  n’en 
faudroil  pas  pour  cek  conclure  qu’on  ne  peut  pas  par  k 
comparaifbn  des  trois  Equations , trouver  une  Equation  plus 
fimple  qu’on  ne  1’auroit  par  la  compainilon  de  deux  d’entr’elles. 

11  faut  remarquer  que  ces  conditions  naident  de  la  fuppo- 
fition  que  nous  avons  faite  que  m -+-  n — tn  Hh*  tt, 
que  m —\ — n > m"  - J-  n",  &c. 

Or  il  n’y  a pas  plus  de  railon  pour  fuppofer  m n z=z 

tn^  -f-  11  , que  pour  fuppofer  m -i-  n — m"  n ou 

— H ti  zzz  m"  — t—  //*,  il  conviendra  done  de  faire  un 
triple  examen.  Si  tous  les  trois  donnent  pour  « , n , n",  des 
valeurs  pofitives  (en  donnant  toujours a a,  l?s  moindres  valeurs 

qu’il 
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qu’il  fo  pourra ) on  choifira  entre  les  trois  refidtats , les  deux  qui 
donnent  ia  moindre  vaieur  pour  C. 

Si  l’onnetrouvc  pour  //,«',  des  valeurs  pofitives  que  de 
deux  manieres , on  s’arietera  a ces  deux-li , bien  entendu  qu’on 
examinera  toujours  fi  les  valeurs  de  G ne  font  pas  plus  grandes 
que  ne  les  donneroit  la  combinaifon  des  Equations  deux  a 
deux ; mais  cela  fora  extr£merrrent  iare.  Si  on  ne  peut  parvenii* 
h avoir  de  valeurs  pofitives  pour  n,  ri,  n",  que  d’une  feule 
jnanfore , alors  il  feia  certain  qu il  faudra  eliminer  une  fois  par 
ia  comparaifon  de  deux  Equations.  Enfin  fi  ion  ne  peut  par- 
venir  & donner  a «,//',  u",  des  valeurs  pofitives,  qu’en  rendant 
, G plus  grand  qu’il  ne  ieroit  par  la  combinaifon  des  Equations 
deux  k deux,  on  aura  recours  1 ce  dernier  moyen;  mais  ce 
dernier  cas,  s’il  peut  avoir  lieu,  fora  tres-rare:  par  exempfe, 
il  n aura  jamais  lieu  tant  qu  on  aura  p = p m p"  o ; 
on  trouvera  toujours  au  moins  une  Equation  plus  fimple  que 
par  la  combinaifon  des  equations  deux  a deux , except^  le  cas 
unique  oil  qudqu’une  des quantifos  m,  tri , m,  Ieroit  egale  k i, 
Sc  le  plus  fouvent  on  trouveia  deux  Equations  plus  fimples  que 
par  la  comparaifon  des  equations  prifos  deux  k deux, 

Apr£s  ces  remarques , revenons  a la  vaieur  de  G , fi  on 
fubftitue  dans  G ia  vaieur  qu’on  vient  de  trouver  pour 
on  aura  Gz=mm'  -+-  mm"  — I—  mp  mp"  -+-  m m " -+■» 

trip  -4-  mp"  -+-  m”p  -4-  mp'  H—  pp"  -f- p'p"  H 

/ p jf  -f-  m -+-  in' 

( 1 1 ' 

Le  calcul  que  nous  venons  d’expofer,  foffit  pour  trouver 
les  deux  Equations  en  y & i ; nous  allons  &iaircir  tout  cela 
par  des  exemples, 

Exemple  s. 


. i,®  Soient  p ■=.  p rzr  p"  z=z  o , & m = m rz:  m*, 

ti  3 fn  — a 


on  aura  n 


n 


m -4-  * — 2 


n 


— m — i 

tn  -4—  a — 2 


m — a — % 


Mem.  1764* 


Q<* 
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Si  m eft  pair,  on  pourra  toujours  fairect  — o , & la  valeur 

de  G (era  =r  rn,  plus  petite , par  confequent , quen  com- 

binant  ies  Equations  deux  it  deux. 

On  pourra  encore  faire  a.  ±=  2 , except^  dans  le  cas  ou 

m =z  2 , Sc  la  valeur  de  G (era  1—  1 , plus  petite 

encore  quen  combinant  Ies  Equations  deux  & deux. 

Dans  le  cas  de  m = 2,  il  ny  a aucune  valeur  autre  que 
zero  a prendre  pour  <t;  cert  pourquoi  la  (econde  equation  enjr 
Sc  1 dok  (e  titer  de  la  comparaiion  de  deux  des  trois  equations. 

Si /weft  impair, on  feract=  1 , & on  aura  G r=  - • 

4* 

plus  petit  que  par  la  comhinaiion  des  Equations  deux  d deux: 
or  comme  il  n’y  a pas  de  railon  pour  employer  les  valeurs 
^gales  de  a & de  n',  a I’^gard  de  deux  equations  plutot  qu’d 
legard  de  deux  autres,  on  en  (era  ulage  en  deux  manures , Sc 

Ton  aura  Ies  deux  equations y & 1 chacunedudegr£  — — - ; 

4* 

done  ft  on  a trois  equations  du  degrd  m Sc  ou  x (bit  au  degre  m; 
lorfque  m (era  pair,  on  mnltipliera  chacune  par  un  polynome 

indetermind  du  degre  — , Sc  ayant  (uppofb , d i’aide des 

coefficiens  ind&ermin& , chaque  puiflance  dex  dansla(bmme 
des  trois  produits  dgale  d zSro,  on  aura  one  equation  en  y & 1, 

laquelle  (era  du  degr£  mx.  Pour  en  avoir  une  autre,  on 
multiplieia  deux  des  trois  Equations  propolees  par  un  polynome 
du  degre  —■ , Sc  la  troifibme  par  un  polynome  du  degi^ 

~ 4- . & fon  obtiendra  de  m&ne  une  nouvelle  equation 

tn  y & 1 du  degrd  — nf  -t-  1. 

4* 

Si  au  contraire  m eft  impair,  on  multipliera  la  premiere 
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& la  feconde  Equation , par  un  polynome  du  degrd  " ^ — , 

& la  troifieme  par  un  polynome  du  degre  — ; onmul- 
tipliera  auffi  la  premise  & la  troifieme  chacune  par  un 
polynome  du  degre  ^-ZLL.,  & la  feconde  par  un  polynome 

du  degre  ■ w~—  , ou  bien  la  feconde  & la  troif&ne  par  un 

polynome  du  degnS  -"7— ' & la  P**™4**  P“* m P^nome 


du  m~±_ , & Ion  aura  deux  Equations  en  y & ^ 

f J / S'?'-1"  1 I 

chacune  du  degre  * 

Nous  n’entrerons  pas  ici  dans  1 examen  de  quelques  cas 
parUcuUers,  qui  exigent  un  certain  choix  dans  les  Equations 
qu’on  doit  multiplier:  cet  examen  trouveia  la  place  plus  bas. 

M On  voit,  par-la , combien  on  s Soigne  du  but  .quand  on 
fe  borne  a climiner  en  prenant  les  Equations  deux  a deux.  Par 
cette  m&hode,  it-quation  finale  monteroil,  en  g^ral,  au 
deor6  »\  au  lieu  qu’en  les  combinant  toutes  a la  lois  , elle 

monte  au  degrf  /-W  -t-  1/ lorfque  « eft  pair, 

& dtgK  lorfque  m eft  impair ; la  table 

fuivante  fait  after  feutir  cette  difference. 


Cm  = a...  $•••  4***  .5  • • • 6 . . • 7 

Pat  la  premiere,  methode . •<£_.,£  . .$1 . . .25  6.  . . 14.96  . • .240  I 

Tar  la  feconde  m6thode.  . *?  = 12  . • .49  • • • r5^ • • • 3^x  * * ' 75^*  • • 1 3 6 9 


z.°  Soient  m=6,  m'=  5,  »"3=  3>  /,  = 4-  bif  — XP* 
, i4_ a.  ' »*-+-« 1 ° -r~  a 

on  aura  t?  — 1 n'  = 7 ' n '7_  » 

La  plus  petite  valeur  qu’on  puifie  dopner  a <t,  eft  *==--- 4, 
& alors  G zz  83;  majs  fi  ou  ifnverfe  iprdre  des  equation^, 
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& qu  on  ecrive  m = 6 , m1  z=z  3 , m"  = 5 , p = 4 # 

f /f  0 ^ ® 1 2 

p z=  iy,p  =z  5 , on  aura  n = - — - — , n z=z , 

n rrr  — ~~  — ; la  plus  petite  vaieur  qu’on  puifle  (iippofer 

a a eft  <t  = 1 8 , qui  donne  G = 1 04 : renverlons  encore 
i’ordre  des  equations , & Ecrivons  m z=z  5 , ni  = 3 , z=  E, 


p zn  5 , p'  = 1 cj , p”  = 4 ; nous  aurons  n"  m p — , 

» = — ~ — , //  = ~ . La  plus  petite  vaieur 

qu’on  puifle  iiippofer  & ct  eft  encore  ct  = 1 8 , & Ton  trouve 
6 = 85;  mais  cette  combinaiibn  ne  pent  avoir  iieu , parce 
quelle  donne  m -4-  ti  < m"  -+-  n",  &c.  Si  on  combinoit  I« 
equations  deux  a deux , on  trouveroit  G = 80  ,G  z=  144, 
G = 125  ; il  faut  done,  dans  ie  cas  prEient,  diminer  une  fois 
leulement  par  la  comparai/on  de  trois  equations , & une 
fois  par  la  comparailon  de  deux , on  multiplier  les  Equa- 
tions indiquEes  par  m z=z  6 , m zzz  5 , w"r=z  3 , on  les 
multiplier  re/peElivement  par  les  polynomes  indiques  par 
ti  = 3 , //'  = 4 , n"  =r  o , & les  deux  Equations  qu’on 
doit  comparer  pour  avoir  la  leconde Equation  en  y & 2,leront 
celles  qui  lont  indiquEes  par  m = 6 , tri  rr:  5 . 

3.0  Soient  mz=7,  m' — 6,  m"—  5,  p = 3,//=  4,  f—  2, 

11  — a * — 1 a.  — 1 

on  aura  n”=  , »'  = , n = — . 

* * 2 


La  plus  petite  vaieur  qu'on  puifle  donner  a et  efl  dome 
ft  = 3 ; mais  elle  eft  inutile  parce  quelle  donneroit  m -+•# 
< m"  -t-  n" ; loit  done  ct  = 5 , & on  aura  G — j2. 
Changeons  l’ordre  des  equations,  & polons  m = 7,  mzn  5, 

m"  z=:  6 , p z=z  $ , p‘  — 2 , p"  zzz  4 , nous  aurons 
" — plus 


» 


n 


n 


la 


petite  vaieur  quon  puifle  liippoler  si  <t  eft  & = — 1 ; mais 
elle  eft  inutile  parce  qu’elle  donne  m -4-  n < m"  H—  //"  / loit 
«i  = 1 , on  aura  G zzz.  3 2 , ainfi  que  cela  doit  Eire  en  effet; 
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puiique  les  muitipiicateurs  des  Equations  feront  les  m£mes  dans 
ce  cas  que  dans  le  prudent;  foit  done  «trr  3,  on  aura 
G = 54 : changeons  encore  l’ordre  des  Equations,  & &ri- 
von sm  = 6,m'  =.  5,  m"=z  7, p = 4,  />'  = 2, />"=  3; 

nous  aurons  /;  , //  = — , //  szr  — ; 

a a 1 

les  fuppofitions  de  <t  ==  — • 1,  *=  1,  ne  peuvent  avoir 
lieu ; foit  done  & zzz  3 , on  aura  Cm  5 2,  ce  qui  ne  donne 
rien  de  different  de  ce  qu’on  a d£j&  trouv^;  car  cela  donne 
auffi  les  m£mes  muitipiicateurs  que  ci-deflus  & pour  les  mgmes 
Equations;  fi  on  fait  <t  = 5 , on  aura  G nr  5 6.  En  com- 
bi riant  les  Equations  deux  a deux,  on  trouveroit  G r=  88 , 
G rr  64 , 6r  rr  62  ; done  il  faut  diminer  deux  fbis  par 
la  comparaifop  des  trois  Equations,  i la  fois,  & on  aura  deux 
dquation^  l’une  du  degre  52  , l’autre  du  degre  54, 

m 

III. 

Des  Equations  h quatre  inconnues. 

Soient  m,  tn,  m",rri",  les  expofans  dex  dans  fes  quatre  equations 
proposes ; que  les  coefficiens  des  puiflances  fucceffives  aient  des 
dimenfions  marqu&s  par  p ,p  —I—  1 , p -4-  2,  p -4-  3 , &c; 
dans  la  preiqiere  ; par  p , p'  1 , p 4—  2.,  &c.  dans  la 
ieconde ; par  p",  p"  -4-  1 , p"  — I—  2 , &c.  dans  la  troifi&ne; 
par  p",  p"'-+-  1 , p‘"-+-  ^ * &c.  dans  la  quatrieme. 

Soient  // , //',  n , les  expofans  des  polynorneS  ind&ermin& 
qui , multi  pliant  ces  equations , feroient  que  dans  la  fomme 
des  quatre  produits  les  pui dances  de  x s’andantiroient. 

En  raifonnant  de  la  meme  maniere  que  ci-deflus,  on  fern 
tn  -4-  n = m -4-  a',  m -4-  n -4-  1 m n -4-  1 -4- 
//  -4-  1 -4-  n -4-  1 -4-  ti"  -4-  1 ; d ou  Ton  tirera  n m 
tn'  — 3,  — 3: 

il  faudra  auffi  quon  ait  tn  -4-  //  > m" -+-  n", ou  tout  au  plus 
dgal  t Sc  m -4“  n > ni"  -4-  if  ou  tout  au  plus  cgaL 

vOn  prouvera  de  mime  que  dm  (ip  — n) 
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-H  (z  p'  * — ri)  ( '<\x—)  *+■  (*  p"  — 2 « — * « 
-4-  z ri  — »—  ri)  ( ) ■+•  ( 2 p "‘  — 2 m — 2 a 
2 tn'"  -+-  «"y  ^ ^ , 2c  par  confequent  C =: 

(m  -+- « 1;  -+-  f2/>— «; 

(zp — //',>  (■^~^—)  H-  f2/>" — 2 »* 2« 

a ri  ri)  (———■)  -+-  f 2/" — 2 « — 2 a 

2 m"'  -+-  «"V  f — - — ) , ou  en  niettant  pour  n Sc  ri 
leurs  valeurs ,t 

A, 

G ~ m tri  4-  p rri  + f' m — am  — 2/7  — im'-t/ 
+ /'  + »'"+  /'+  3 “ »"  «“ 

^ f m + m'  - m"  + p.+  p'-  p'r-  ""-  - 3 ^ a* 

+*»' *-  /*'"+/>  + P ~pm  - «"-<  - 3; 


pour  que.  cette  quantite  foit  la  moindre  qu’H  eft  poflibfe,  il 
faut  egaler  a zero  fa  diffcrentielle  pri{e  en  faifiuit  varier  ri 
(eulement;  puis  egaler  aufli  a zero  la  differenftelle  de  cette 
meme  quantite  prife  en  failant  varier  ri"  feulement ; ces  ope- 
rations faites , 611  aura 


* m ,+- »/-»-  «"•+■  «*-!-  p -4-  y -+-  z1  -+-  /* 

ir'»'  — — ' 


J»  — /—  t 


tn  ~\-  tH -4-  nf"  -4-  p -+-  y *+-  p"  p* 

■ J I.M  » ■ I'  1 *■>  f ' » »■ 


'in 


n-Pm~t} 


jnais,  comme  il  faut  que  u , ri,  ri,  ti"  foieht  cfes  nombres 
mtiers  pofitifs , -Sc  qui  latisfaftent  auk  conditions  marquees 
ci-deflii&,  il  faut  faiiie  generalement  . 


m -t-.fr/ -km”--!-  »/"-*-  f f — * 

. ) 

II/— If/^^h-tfr/* -H p rl-./' 

3 


ar—f-iA 
nri-p”—  l 
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«.  & C etant  ies  plus  petits  nombres  qui  puilfent  latisfaire  a 
ces  conditions. 

Si  on  lubftitue  dans  G ces  valeurs  de  n"  & de  if',  on  aura 
apiis  Ies  r&hufHons  convenables . . . . 


G — mm'’-}-  mm"- f-  mm“-f  m p'  -f-m  m -f.  m' m*" 
-}-  m' m"  + m'  m'"-f  m>  -}-  ra'  p"  + tnpm+  m"  m'"' 

+ m"/  + m"  />"'  + m">  + m'"/  -f  m'"  p"  + p f 

+p  p +p  p +p  p 


^ W 4"  p -4—  4—  s 


E X E M P L E S. 


Soient  p,=.p  = />" r=  r=  o , 
= ; on  aura  ==:  — — - 3 , 


m -+-  « *4*  C 


« + * + ( — 3 


yoit  dabord  clairement  que  quelques  valeurs  poGtives  ou 
negatives  qu  on  donne  h <t  & & € , Ii  m eft  plus  petit  que  3 , 
il  ne  (era  jamais  poflible  de  rendre  n,  n , n , n'  toutes-a-k- 
fois  pofitives ; & en  effet  fi  m zzz  2 la  combination  des 
quatie  equations  a la  fois  eft  liiperflue  , puilque  n’y  ayant  que 
x*  Sax  a faire  difparoitre,  la  combinailon  de  trois  Equations 
faffit ; dans  ce  cas  on  combinera  Ies  Equations  trois  ii  trois  en 
deux  manieres , & pour  avoir  la  troili^me  equation , on  en 
combinera  deux  feulement. 


Si  m rr  3 , it  n’y  a qu’une  leufe  manure  d avoir  n , ri,  n , n 
toutes  pofitives,  c’eft  en  liippoknt  «.  — o Sci  & zzz  o ; on 
peut  dote  combiner  Ies  quatre  Equations  a la  fois,  dccek  eft 
Evident.  Pour  avoir  les  deux  autres  equations  que  doit  donner 
relimination , on  combinera  Ies  Equations  trois  a tipis  en  deux 
znani£ies  dont  le  choix  le  decidera  par  ce  qui  3 ete  djt  pre- 
cedent ment  iur  les  equations  it  trois  inconnues* 

Mais  lorfque  m eft  plus  grand  que  3 , il  peut  arriver  trois 
cas , ou  m eft  exa&ement  divifible  par  3 , on  la  divilion  donne 
line  uuitl  de  refte , ou  die  en  doiEie  2, 
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Premier  cas.  Pour  avoir  dans  ce  cas  ia  premiere  equation 
fens  x , oti  fera  <t  = o & £ =:  o ; pour  avoir  ia  feconde , 
on  fera  a.  = 3 , £ :z=  o ; & pour  la  troiffeme  & = o , 
£ =.  3 , Jes  valeurs  cojnelpondantes  de  G feront  G z=  f m, 
G ;=  j /»*  -l-  x , C — j /?/'  -1—  1 , d'ou  & de  ce 
qui  precede , il  pft  aife  de  conclure  que  le  degre  de  1’equation 
finale  fera  ( j nt- f-  j /«* ) [j  tri  -4-  f tri  -+-  1 ). 

Second  cas.  Pour  avoir  la  premiere  equation  fens  a-,  on 
fera  ft  ~ 1 , £ ==  1 ; & comme  en  echangeant  ies  equa- 
tions , on  aura  un  fa&eur  different  a appliquer  a la  m£me  ,•  la 
feule  feppofition  de  a,  — 1 , £ =r  1 doiine  fes  trois  fiufteurs 
qu’on  doit  appliquer  a chaque  equation  pour  avoir  ies  trois 
Equations  fens  x.  Par  exemple,  fi  m 4 , on  aura  //"  =:  o, 
//"  = o , ri  “ 1 , // ~ 1 ; or  legalite  des  expofens m,  m, &c, 
fait  qu’il  eft  indifferent  a laquelle  des  quatie  Equations  on 
rappoite  la  valeur  de  n ou  de  ri,  &c.  on  en  pourra  dow  for- 
mer trois  combinailons  qui  donneront  chaaine  une  Equation 
differente.  La  valeur  de  G,fe ra  la  nfeme  dans  chaque  cas  & 

__  i m -+-  J’qh  conclura  que  Ie  degre  de  lequalion 

finale  fera  rz:  ( ” — 1 J*. 

Troisieme  cas.  Pour  avoir  les  trois  Equations,  on  luppofera 
ct  — 2 & £ zz=  2 , & en  variant  de  trois  manferes  1 appli- 
cation des  fa<5teurs , aux  Equations  propofees,  on  aura  les  trois 


equations  fens  x , efia^ura;  4u  degfe  — - ~ ± ; doit  Jon 
fconclura  que  le  degrd  de  f^quation  finale  fera 

( j ' ‘ 3 

Soient  maintenant  />  = 2 , o , zz:  1 , p'"  = 1 ; 
m = 7 , rn  z=z  6,  tri  — 5,  tri"  ==  4 ; on  aura 


8 — i 


3 

ft  -&-  £ 


) 


ft  •+-  C i 

•# 

3 


I & a — 5, 


on 
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on  aura  n" = 3 , //"  =n  o , //  = 1 , n n=  o & Gz=zi6i 
lion  fait  & = — 1 , C = 5 , on  aura  n"  — 1 , a"  = 2 , 
»'  nr  1 , «nr  o & C rn  26 ; fi  on  fait  Cnr  a , «t  = a , 
on  aura«"'rn  2 , »"  m 1 , «'nr  1 , » n=  o & £=25  ; 
quelque  changement  qu’on  fade  dans  fordre  des  Rations, 
on  retrouvera  pour  G ies  mEmes  vairurs  ou  de  plus  grander. 
]i  ne  rede  done  plus  qui  lavoir  fi  la  comparaifon  des  Equa- 
tions trois  a irois  ou  deux  & deux,  ne  donne  pas  quelque 
chofe  de  plus  fimple or  fi  on  en  fait  le  ealeui , on  trouvera 
que  les  Equations  indiquEes  par  m z=z6 , «"=  5 , ml"  nr  4 , 
p'  m o,  p"  nr  1 , //"nr  1 , donneroient  C nr  24 , & 
que  celies  qui  font  indiquEes  par  m nr  7 , m*m  5,  nf'z=.  4 , 
nr  2 , rr  1 , />"'m  1 /donneroient  Er  m 2 5 ; done 
pour  avoir  les  trois  Equations  les  plus  fimpks , rEfoltantes  de  I’Eli- 
mination  de  x , on  comporera  les  quatjre  Equations  proposes , on 
les  comparera , dis-je , trois  a la  fois  des  deux  manieres  qui 
viennent  d'Etre  indiquEes , & loutes  les  quatie  a la  fois  de  la 
«maniEre  indiquee  par  la  combinaifon  qui  a donnE  G m 25; 
les  combinations  des  Equations  deux  I deux  donnent  toutes 
pour  G une  valeur  au-deflus  de  celies  qu’on  vient  d’expofer. 

1 V. 

Des  Equat  ions  d cinq  incomues. 

m,  m,  m",  m",  m'*,  Etant,  com  me  ci-devant,  les  expofans 
du  degrE de  x dans  les  Equations  proposes,  & p, p', p",  p" , p"", 
marquant  refpeEtivement  la  dimenfion  du  premier  coefficient 
de  ces  Equations,  les  dimenfions  des  autres  Etant  fuppofoes 
fuivre  la  mEme  loi  que  ci-deffus , on  aura  en  raifonnant , comme 
on  fa  fait , pour  2 , 3 , 4 , inconnues , m H—  n m tri  H-  11 , 
tti  — | — 11  —t — 1 . 0. . 11  — f—  1 1 I ■ ti  — | — 1 n | ■ 1 • 
-4-  »*'•+-  I 1,  ce  qui  donne  n nr  m* — if, 

7— 11  — 11  — 4 oc  11  nr:  m — n — - 11  — — 11  — — 4. 

Mem.  1764.  Rr 
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On  protivera  de  m^rtie  cjue  G (m  -+- « -+-  1)  (—'■) 

<V—  «■) 

-+ “{ip* — 2 m — ha  -+-  2 mn  -+-  v" ) ( — — 1 ) 

-4-  ( 2p'"—~  x m *-*■  x n -+-  2 nM)  ( ■ — — ) 

~i-(2p"' 1M-2K+J  «°7 

= mttl  -±-ptri  -+-pl  m — 3 *1  — 3 ^ — 3 m' — 3/ 

-+-  «•-+->•  -4-  /»'*-+-  /' — »"  «■' 

— //V'_  «"V'-+-  6 — ^ H—  />  — p"  — I—  m-+-m 

— — a"  — — 4J  rf  — (p  -\—p  —f 

*H“  iri  -+-  m — mw~  ti“—  a""  —4)  //"_  (p-t-p 

— P tti  — m « — //  /;  4///  . 

La  condition  quc  £ (bit  i&  moindre  qu’il  -eft  poflible, 
exige  quon  ^gate  I zb6 , 1/  la  di®?rentielle  de  G prife  cn 
faifint  varier  «"  feulement ; i.°  la  difFdrentielle  de  G prife 
en  faifarrt  varier  ti"  leulement ; 3 ,°  la  differentielle  de  G prife 
cn  faifant  varier  n""  leulement;  ces  trois  Equations  donneront 
les  trois  valeurs  liiivantes. 


Mais  comme  il  fkut  que  n\  ti",  foient  des  nombits 
entiers  politifc  & tek  que  m -+-  n > w"«-t-  ti',  m -+-  n > 

w -+-  n " , m -4-  n > a"",  ou  que  tout  au  plus  il  y 

ait  ^gaiit£,  on  feta  g&tdralemcnt; 
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. m »f-4-  wf-\-  p -4-  //-*-  jS’-f-  f*-*~  • * 


w -f-  m'-4-  *“•+■  »»***-<-  /»-4-  /-+-  jt" — C 


„ » -+■  kb"  -fr-  »"+  p -f  /->-  /“-4-  — >* 


- ^ - r 


— m—p—t 


— m""  _ y 1| 


ct,  C , y Aant  ies  plus  petite  nombres  pofitifs  on  n4gpt& 
qui  puiftont  £tfisfaire  it  ces  conditions. 

Si  on  lubftitue  dans  £ ces  valeursde/*",,  tf1",  «**,  on  aim, 
apres  Ies  r&lu&ions  convertibles, 

G — ffl*'  + m m'  -j-  u «“+  7U  777*'-f-  m p'  -}-  m ^ -j-  m 

•j-  771  ^7  — j—  Til  fit"  — j-  77l' 771*"  4*  TO*  771**-^-  Itl  p *j-  TH  p"  -J-  til  p*' 

+ mp”  + m"mm+  m*m~+  m*  p + m p -f  77.'^“+  m>*" 
-f  7Ji‘V"+  mMp+rnmp‘+  mmp’+  m’"pm,+  m~p  -f  m~f 

+ /** + *'V"4-  P f +P/F  -f*  P P + if  / 4-  / p" 

+ p‘r+/p'+p'pm+rr 

«*  -*-  C*  y*  -t-  m < w-  » 7 + f x 

+ ‘ ^ 

m -t-  wf-h  nf  -+-  7^+  v -4-  /-+-  f* 

— O ( * 1 ■ - 1 ~ ^ > — ■*  ■■'■!!■  ■ ^ 

E X E * F L E* 

Soicnt  p'sztf —J?  — pm— pm—  o , tn  = nf—nF—  nTr=i  nf*p 


on  aura  «~= 


r — >— 4 


•4  . m — « — 4 


Done  ft  /»  eft  plus  petit  que  4 , ft  n’y  aura  aucune  valeur 
a donner  a a,  £,  y,  qui  puifte  rendre  n,  n,  n,  ri",  tf"*, 
toutes  positives  ; e’eft-i-dire  qa’il  &udia  dliminer  par  Ies  rtgks 
etablies  pr^c^demment  pour  un  moindre  nombre  d’inconnues. 

Si  m ~ — ~ 4 , il  fera  poftibfe  d’di  miner  par  la  comparaiion 
des  cinq  equations  a ia  fok ; mais  d’une  jeule  manure , en 
failan’t  a — C ==  A = o. 

Si  at  eft  plus  grand  que  4,  akas  ii  pent  stover  quatre 

Rx  jj 


Digitized  by  ^.ooQle 


'3 1 6 M£moires  de  l’Acad£mie  Royale 
05 , ou  m.  eft  exaflement  divifibie  par  4 ; ou  diviie  par  4 , 
il  donne  pour  refte  j ; ou  divife  par  4 il  relte  2 ; ou  enfin 
il  refte  3 . 

Premier  cas.  On  fuppofem  4 = 0,  G — o,  y = o, 
pour  avoir  une  premiere  Equation  fens  x ; pom-  avoir  k 
feconde,  on  fera  at  — o , G ==  o,  y = 4;  pour  avoir 
la  troifi^me , on  fera  «t  = o , G rr  4,  y — o ; & enfin 
pour  avoir  la  quatrieme , on  fera  at  zzz  4,  C = o,  y=z  o« 
J^es  valeurs  corijefpondantes  de  G tenant 


Gzzz  -~-m,  Gz=:~ 


m 


1 , G—  -j-  1,  G=z  m% 


r. 


d’ou  il  eft  facile  de  conclure  quel  fera  le  degre  de  i’&juatioi^ 
finale. 

Second,  cas.  On  fera  at  — = 1 , 6 = 1 , y =:  1,  & 
comme  les  valeuis  qui  en  rtfultent  pour  «,  w',&c.  ne  font  pas 
toutes  du  meme  degre,  on  en  vaiiera  1 application  aux  cinq 
Equations  en  quatie  manures,  ce  qui  donnera  les  quatie  eqiu- 

tions  cherch&s , qui  feront  chacune  du  degr£  G — 

TroisiAme  cas.  On  fera  ct=  2,  C=  2,  y = 2, 
& on  fe  conduira  comme  dans  le  fecond  cas,  pour  avoir  les 
quatie  Equations  fens  x qui  monteront  chacune  au  degr£ 


5 m 

9 


* 


Quatrieme  cas.  On  fera  *==3, €=3,7' =3, 
Sc  en  fe  comportant  comme  dans  les  deux  cas  prec&lens , cm 

aura  quatre  Equations  chacune  du  degre  nf-t — ~~  . 


V. 


Des  Equations  qui  rehferment  N inconnues. 

Pe  tout  ce  qui  precede,  il  efl  maintenant  aife  de  conclure. 
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1 que  fi  on  appelle  a la  lomme  des  quantity  m , ni , m",  &c. 
p,  p',p",  See.  & ./Vienombre  des  equations,  on  aura  generalement 


& ainfi  de  lube ; & de  plus , 

4 -4-  A *4*  C -4-  y -4-  ^ "+•  &C*  / 

« = JfZTt » —p  — p—l* 

§ a -4*  ft  4-  C -t-  y -4-  / ■+•  / 1 

— — m — p — p — 1. 


M — 1 


2.°  Que  fi  on  nomme  l la  lomme  des  carols  plus  la 
lomme  des  produits  deux  i deux  des  quantites  <t,  f&,  y,  & c. 
& c la  lomme  des  produits  des  quantity  m,  ni,  m",  &c.  p,  p, 
p",  &c.  multipliees  deux  i deux,  mais en omettant  les  produits 
mp,  nip , nip",  Sec.  & le  produit  pp  des  deux  quantites  qui 
appartiennent  aux  equations  dans  lelquelles  on  a fuppole  m — j—  n 
~ ni  -+-  a',  on  aura  en  general 


C = f-4- 


»; 


--(N-x) 


AT— i 


/<•»»_  * JV  — * 

‘ AT  — —C'*~(N—i)'  i(N— 


il  nous  refle  maintenant  i donner  quelques  exemples  de 
(elimination  par  cette  methode. 

V I. 


Procedi  de  la  mithode  pour  / ilitmnation  & Rifle x ions 
qui  tendent  a l abriger . 

Suivant  1’lnoncl  de  la  mithode  donnle  d-dellus,  toutes  les 
fois  quon  aura  deux  Equations  & deux  inconnues^  on  parviendia  k 
dimmer  en  multipiiant  la  premiere  par  un  polynome  tel  que 
Ad' xm ' ~ 1 H—  H—  &c.  ni  maiquant  le  degrl 

de  ia  leronde ; multipiiant  aulTi  la  premiere  par  un  polynome 
tel  que  M‘x m i -t-  Nxm~1  Sec.  m marquant  le 

• n ••• 

Rr  u) 
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dqgrd  de  la  premiere;  ajoutant  les  deux  produits  8c  luppoianft 
que  dans  la  lomme,  le  coefficient  total  de  chaque  puiflance  dex 
eft  egai  a z6o ; ainfi  ft  on  avoit  les  deux  equations  fuivantes, 


Ax*-t-Bx  + C=:  o 
4*  B‘ x 4 C*—  o* 


on  auroit,  apres  les  multiplications  faites, 

AM  X1  + BM  x‘  + CM  x + C N = * 

+ AM V + ANx*  + BNx4~  C'N' 

4.  BTM'x*  4 C'M'x 

4-  A'N'x*  4 B'N'x, 

& par  canfequent 

AM  + AM'  — o 
BM  4-  KM'  4-  AN  4-  AN ' = o 
CVtf  4-  C'M'  4.  B N 4 -B'iV'  = 0 
C N 4 CT  rs 

mais  com  me  il  y a un  coefficient  arbitraire , attendu  que  fe 
quatriime  Equation  a neceffiwpement  lieu  d£s  qu’on  iuppofeque 
les  tnois  autres  out  lieu , je  determine  M en  le  luppoknt  = A\ 
ce  qui  me  donne  M‘  = -4.  A,  & 

AN  4-  AN'  = AB'  - AB 
BN  + BN'  — AC  - 
£■  JV  4-  C7f'  = o. 


Pg-fattprcmare,  frtte  jy= 

£d£n ££>  A-JAB—  SB)  t , . 

" ''  AB'  — AB  * va^eurs  * 

fubftitu&s  dans  {equation  C N -4-  CN*  zcz  o , donne# 
(AB  — AB)  VC  — (AC‘ — AQ  AC (AC— AC)  AC'— (AV —AB)  BC~» 
0U  (AV  — AB)  ( VC  — BQ)  -t-  (AC'  — AC)*  = o. 


Equation  qu’on  .auroit:  tnouv^e  encore  plus  fudlement  par  ks 
tommies  du  Lenwne  J» 
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Mais  lorlque  ie  degr£  des  Equations  propolees  ell  plus  dev£, 
le  calcul , quoique  facile , ell  n&nmoins  long;  cette confiddation 
m’a  engage  st  chercherdes  moyens  del’abreger,  en  conlervant 
ifeanmoins  i’elpidt  de  la  m&hode  : void  ce  que  f ai  trouvd 

Soient  d’abord  les  deux  Equations  propolees  diacune  du 
degr£  m,  c’eft-4-dire  telles  qu’il  luit: 

A*’  -+-  Bx"-'  ->r  Cxm~‘  Dxm  , T=  o 

A'x"-*-  B*m~'  C'xm-‘  Ux " — ’ H- T=z  o 

i .°  Du  produit de  la premfere,  multipli& par  A', retranchez 
ie  produit  de  Li  feconde  multiplane  par  A,  & vous  aurez  une 
Equation  du  degre  m — 1. 

z.°  Du  produit  de  la  premiere,  multiplfee  par  A'x  -4-  B', 
retranchez  le  produit  de  k feconde  multiplfee  par  Ax  B, 
vous  aurez  une  feconde  Equation  du  degrtf  m — 1 . 

3 Du  produit  de  k premiere,  multipliee  par  A'x 1 -I-  B'x 
— f-  C' , retranchez  le  produit1  de  k feconde  multipliee  par 
Ax 1 -4-  Bx  — t—  C,  & vous  aurez  une  tioifieme  <$quation 
du  degre  rrt  — 1.  Continuez  de  multiplier  dull  par  un 

polynome  dun  degrd  fucceffivement  plus  dev£  d’une  unite, 

& vous  formerez  m Equations,  chacune  du  degre  m — i. 
Conliderez  chaque  puiliance  de  x comme  une  inconnue,  & 
cherchez  en  conlequence , par  les  formuies  du  Lem  me  I , 
{’equation  de  condition  n&eflaire  pour  que  toutes  ces  equations 
aient  lieu,  ce  fera  lequation  en  y ; aiufi  dans  le  cas  trahd  ci- 
dellus,  les  deux  aquations 

A x‘  B'X  C ~ o 
A'x1  -1-  B'x  + C'—o, 

d onneront 

(A'B  — AW)  x -4-  AC  — AC  = o 

(A'C  - AC‘)x  + B'C  — BC'=  o, 

& la  feconde  forme  de  k 1 .*re  formule  du  Lem  me  I , donnera 
(A'B  — AB')  ( B C — B,C')  — (A'C—  AC')1  = o, 
qui  eft  k m£me  equation  que  ci-delius,  mais  qu’on  trouveici 
par  une  voie  bien  plus  courte. 
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' Soient  a&ueiiement  ies  deux  equations, 

Ax'  + Bxt  -f  Cx  + D = o 
Ax'  + Ax'  + Cx  + D — o, 

on  en  formera  les  trois  Equations  fuivantes : 

Y AB  — AX)x‘  + (A’C  — AC')  x + A'D — AD1  = o 
(AC  — AC)  x*  4-  (AD  - AD'  -f-  B'C  - BC')  x + B'D  — £Z>'  = a 
- AZ>7  X2  4*  (BD  - ifi?';  A-  4-  C'z?  - CZ>'  = o, 

' & la  feconde  forme  de  ia  2.nie  formule  du  Lemme  I , donnera 

l(A’B — AB') (A'D — AD>  ■+■  B'C — BC')  — (A'C— AC')*](CD — CD)  } 

*-{(AD—AD)  (AC  — AC')  — (AB  — A Bf) (WD—  BD) ] (BD—  BD)  5 = 0, 

rt-[(AC  — AC) (B'D  — BD)—  (AD— AD)  (AD— AD  -+-  WC—BC)  (A'D— AD)]) 

equation  qui,  en  failant  attention  que 

(AC—  AD)  (WD  — BD) — (A'D w- AD)  (B'C—  BC')  =? (AB — AB1)  (CD— CD). 

fe  r&luit  a 

—( AD-AD)' ^ * (AB — AW)  (CD — CD)")  -f-  (AB— AB')  (B'C- BC)  (C'D - CD J 

(AC— AC)  (BD—BDr>l  A J — (AC—  AC)'  * (CD— CD) 

— (AB — AD)  (B'D—  BD)* 

$oient,  pour  troiffeme  application,  Ies  deux  Equations  fuivantes: 

Ax * 4-  Bx'  + Cx‘+Dx+E=:o 
A'x*  4-  X?'  4-  Cx1  + D‘x  4-  X - o, 

on  en  formera , par  la  r£gle  ci-deffus , les  quatre  autres  que  void, 

♦ 

(AB — AB')  *'  (AC— AC')  xx  + (A'D  — AD')x-*-A'E  — AE'  — o 
(AC—  AC')  x'  ■+■  (AD —AD  -h  B'C—  BC)  — (AE — AE-+-  BfD — BD)  x -h  BE—  BE' zzo 
(AD  — AD)  x'+(AE— AE  -+-  BfD—  BD)  x*+  (WE  — BE'+CD—CD)  * -+-  CE  — CE  — o 
(AE  — AE')  x'  (WE — BE')  x * (C'E  — CE')  x DE  — DE' = o. 

La  feconde  forme  de  la  troiffeme  formule  du  Lemme  I, 
donnera , par  la  Ample  fubftitution,  i’&juation  fuiyante, 
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'[[(APB  — AE)  (A'D  — A'D  B'C—  BC')  — (AC—  AC')1]  * (B'E — ££'  -+-  £'£>  — CD) 

— (A'B—AB')  (A'E  — AE'  -+-  5'Z?—  ££>y]  /04'£  — ,*£'.+-  £'£>  — £Z>7 
-t-  [^4'C—  y<CV  (AE  — AE • — B‘D  — BD)  — (AD— AD')  (AD— AD' -t-  tfC—  £67]  (A'D— AD')]}, 
x (D'E  — DE')  -*-  [[  (A'C  — AC)*  — (A'B  — AE)  (A'D  — AD'  4-  B'C  — BC')  ] (C'E  — CE') 

•+-  [ (A'B  — AB')  (B'E  — BE')  — (A'C— AC')  (A'E  — AE')]  (A'E  — A E'  -*-  B'D  — BD') 

4-  [(A'E  — AE')(A'D—  AD  A- B'C  — BC')  — (A'C—  AC')  (B'E—  BE')]  (A'D  — AD')]} 
x (CE  — CE')-*-  [[(A'E  — AE')  (A'C—  AC')  — (AB  —AB?)  (B'E  — BE') ] (B'E  — B £’-*-  CD  — CD) 

[ (A'B  — A B')  ( A'E  — AE ' B'D  — BD?)  — (A'C—A C')A'D  — AD')]  (C'E  — CE') 

[ (A'D  — AD')  (B'E  —BE')  — (A'E  — A E')  (A'E  — AE'  -*-  B'D  — BD')]  (A'D  — A D'J 
(B'E— BE)  -*-  [[(A'C— AC)  (EE-BE)-(AE-AE)  (A'D-AD-t-B'C—BC)]  ( EE—BE+CD—CD ') 
l (A'E  — AE')  ( A'E  — AE ' B'D  — BD')  — (A'D  — AD')  (B'E  — BE') ] (A'E  — A E'  -*-  B'D—BD') 

[(A'D  — AD')  (A'D— AD'-*-  B'C—  BC)  — (A'C—  AC') (A'E—AE'-*-  B'D  — BD')]  (C'E—CE') ]} 
* (A'E—  AE)  = o> 

Equation  qu’on  reduira  facilement  k 1 equation  (M)  fuivante* 
en  fai/ant  attention 


I .°  que  (A'C—  AC')  (B'D  — BD’)  — (A'D — AD')  (B'C—  BC)  = (A'B—  AB')  x (CD—  C&). 

que.  (A'E  — AE)  (B'C—  BC')  — (A'C—  AC')  (B'E  — BE')  =.  — (A'B  — AE)  (C'E  — CE'). 

3 . ° que  (A'D  — AD')  (EE— BE’)  — (A'E  — AE')  (B'D  — BD')  = (A'B  — AB')  (D'E  — DE’). 

4.0  que  (CD  — CD)  (EE  — BE)  — (ED  — BD)  (CE  — CE)  = — (EC  — BC')  (DE—  DE)* 

(A'E—AE')*—!  (AB—AE)(DE—DE)\ 

— 1 (A'C—  AC')  (C'E CE')\  3 ( A'B — AE)  (E  E — BE')  (C'E- — CE') 

(M).  . . . _ (AD-AD)(BE-BE'XlA'E~AE,1'-'(A,B-A,y)(BfD-BD,1(IyE-DE) 

(A'D AD)  (CD — CD)X  -*-*(AD — AD)' (C'E — CE) 

-*-  (A'C— AC)  (BE— BE)' 

-*-%(AC—AC)(AD—AD)(DE—DE) 

— (A'C—  AC)  (EC—BC)  (DE—DE ) 


'A-i(AB-AE)  (AD— AD)  (B'E— BE) 

— (A'D—ADp-(AB—AE)(ED—BD)' 
+ i (AB—AB)  (AD— AD)  (CD— CD) 

— (CD— CD)  (A'C— AC)' 

— (B'E— BE')  (AC— AC')' 

■+-  (AC— AC’)  (AD— AD)  (ED— BD) 
'•*-  (A'B—AB')  (EC—BC)  (EE— BE)' 
± (A'B—AB')  (EC—BC')  (CD— CD) 
Mem.  17  C 4. 


(DE—DE') 


-*-  (AC— AC')' (C'E— CE) 

— 1 (AB—AE)(AD—AD)(CE—CE) 

— (A'B—AE)(B'C—BC')(C'E—CE) 
-*-x(A‘B—AB')(BE—BE')(BD—BD) 

— (AC—AC)(A'D—AD)(B'E—BE) 

— AB—AE)(B'E—BE') 

— AB—AE)  (C'D— CD'  \ 

Si 


\(CE~CE) 


— o« 
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3&2  MliMOIRES  DE  L'ACADiMIE  R<Jtal-e 
ce  qui  pent  fervir  & diminer  dans  toutes  Ies  equsMfens  qttf 
ne  pafleront  pas  le  quatrfeme  degre. 

Si  Ies  deux  equations  ne  font  pas  au  m&ne  degrd , on  sy 
prendra  de  la  manfere  foivante. 


Snient \A*m  + Bx'~'  ■+■  Cr~‘  D*m-}  ■+•  £'"_+  • •7’=« 

ooieni  £ A/, 

Ies  deux  equations  propofees,  & foit  w'  plus  petit  que «. 
i.°  On  multipiiera  la  premfore  par  A,  & la  feconde  par 
on  retranchera  le  fecond  produit  du  premier. 
i.°  On  multipiiera  la  premiere  par  Ax  B‘,  & k 
feconde  par  Axm  m"i~ 1 — i—  j 8xm~'n'_t  & on  retranchera 
le  fecond  produit  du  premier. 

3.0  On  multipiiera  la  premiere  par  Ax  -4-  B'x  -+-  C, 
& la  feconde  par  Axm~m'~hl  — j—  Bxm~mi'^ * Cxm~m> , 
8c  on  continuera  ainfi  julqtia  ce  quon  ait  m , Equations  qui 
leront  chacune  du  degixi  m — 1 ; afors  on  multipiiera  chacune 
deuces  equations  par  un  coefficient  indetermine , & 1’djuatioa 
A'xm'  H— ,,  8cc.  par  lepolynome  indetermiife  M'xm  m'~  1 
"+"  iV  x • -t—  r x -I— , & c.  on  ajoutera 

enfemble  tous  ces  produits,  & on  egalera  a zero  la  fomrpe 
des  coefficiens  de  chaque  puiflance  de  x. 

Ainfi  -fi  Ies  deux  Equations  font , 

Ax*  A Bx'+  Cx* q-  Dx  -f.  £ — o, 

Ax1  + B'x  -f  C — o, 

*on  enformera  d’abord  Ies  deux  equations  foivantes , 


(A'B  - AB')x'+  (A'C  - AC)*'  -f  A'Dx  + A'E  = 0, 

(A  C AC)x}-\-  (AD  -J-  B'C — B C)  x‘  (A'E  rf-  B'D)  x B’E  — 03 

i ces  deux  djuations  multiplies , la  -premiere  par  M,  fa 
ieconde.par  M",  on  ajoutera  iequatfon  Ax1  B'x  C, 
multipliee  par  Ai'x  —\—  N' , ce  qui  donnera 
M (A'B — AB'J x*-+-M  (A'C—AC)  **-h  MA'Dx  ■+■  M A'E 
M"(A'C—  AC') M"(A'D  B'C—  BC')x‘+  M"  (A E-\~BD) * 

«t-  A'M'xl  -3-  B'  M'x*  A-C'M'x  -j-  C'JV'. 

tf-A'Jrx'j-B'M'* 
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<fou  Ion  tirera 

M (A'B  - A B‘)  + M"  (A'C  - AC')  + AM'-  o, 

M (A'C  - AC')  + M m (AD  + JTC  - BC')  + B'M'  + A'N'  = o 
M A D A- M"  (A'E  + BD‘)  + M’C'+  B'N'  = o, 

MA'E  + MrB'E  -f  C'jV'  = o; 

& en  comparant  avec  les  formules  du  Lemme  I,  on  aura 
facifement  l’equatiq)i  Ians  x. 

Mais  quoique  le  calcul  le  roluile  par  ces  formules  a des 
fubftitutions  faciles;  & que  la  conftru&ion  de  ces  formules 
/©it  auffi  tr£s-facile n&nmoins  on  perd  dans  le  ras  prelent 
une  partie  de  l’avantage  qu’elles  offrent  en  ce  quon  eft  oblige 
de  former,  finon  une  formule  auffi  generate  que  ft  les  deux 
equations  Itoient  toutes  deux  du  degre  mt  du  moins  un  grand 
nombre  de  termes  inutiles. 

11  eft  vrai  cependant  qu’avec  de  l’uiage  dans  le  calcul , on 
prevoit  aflez  quels  font  cetix  quon  doit  omettre;  mais  cela 
exige  une  attention  affez  fatigante.  Pour  remedier  h cet 
inconvenient,  voici  ce  que  j’ai  imaging;  on  formera  tou  jours, 
com  me  il  vient  d’etre  dit , les  ///'  etjuations  du  degre  m — i ; 
mais  au  lieu  de  multiplier  1 equation  A'xmi  — t- , &c.  par  le 
polynome  indeterminc  M'xm  — m,—  ‘ _|_ f &c.  on  prendra 
dans  cette  equation  la  valetir  de  xm,  avec  iaquelle  on  formeia, 
en  multipliant  fucceftivement  par  x,  & fubftituant  k mefiire 
la  valeur  de  xm‘ , toutes  les  puiliances  de  x liipdrieures  a xml 
juiqu’a  xm~‘  ;■  on  fubftituera  ces  valeins  dans  chacune  des 
m equations , & on  n’aura  plus  que  m Equations  chacune  du 
degre  m — — i , delquelles  on  chaflera  x par  les  formules  du 
Lemme  I.- 

Mais  pour  abreger  le  calcul , on  fubftituera  les  valeurs  de 
x'*'  & des  puiffances  plus  dev&s,  non  pas  dans  les  equations 

m£mes  du  degrd  m I quon  aura  formees,  mais  dans 

des  Equations  de  pareil  degre,  & ou  les  coefficiens  feront 
dune  feule  lettre,  & apres  avoir  dimine  x , comme  il  vient 
d’etre  dit , on  lubftituera,  k la  place  de  ces  coefficiens,  leurv 
y&itabk  valeur,  • 
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Ainli  dans  ies  deux  Equations  propolees  ci-deflus, 

A x*  -f-  B x'  - f-  C xl  -f-  D x -f-  E — o » 

A x*  4-  B’x  -f - C = o , 


— B-x  — O 

on  aura  x -r, & =5 

A 

au  lieu  de  fiibftituer  ces  vnleurs  dans 


* * 

— A'C'x 


-+-  ffo 


A'  A! 


0 


(A'B-AB')x'  + (A'C—  AC)x'  + A'Dx  -f  AE=Oj 
Sl  dans 

(AC  — AC)  + (A'D  + B‘C—  BC).x-+  (AE  -f  BU)x  4.  BE- o, 
je  les  fubllitue  dans 


*x>+  bx  .+  cx-i-J  = o &.  dx’  + CV  4-^=0, 

ce  qui  me  donne  les  deux  equations  liuvantes 

(a  B'B  - a AC-  b A'  B' + c'A'A)  x + a B‘C  - b A'C’  4-  d AA  = 0 
(a"  BE  - a" A'C  - b" A B'  4-  CAA)  x 4-  d'B'C  — bKAC  4-  AAA  = 0 , 

d’ou  ion  tire, 

( a B'C  — b AC  4-  d A A)  (ABB  - A AC  - BAB.  4- 
— ~ f AC  4-  AAA)  (*  B'B  - * A'C  - b A B'  4 - cAA)=o 

equation  dans  iaquelle  on  ne  prendra  pas  ia  peine  de  former 
fucceflivement  les  deux  produits,  parce  qu’il  ell  evident  que 
le  pi  oduit  des  deux  demiers  fadleuis  le  tire  de  celui  des  deux 
premiers  par  ie  feul  changement  des  Agnes,  & de  a"  en  a, 

de  a en  a , de  .//'  en  h,  de  b en  h",  de  c"  enc,  de  c en  c,  & 

ainfi  de  luite : d’aiileurs  on  peut  omettre  dans  le  pnxluh  des 
deux  premiers  facleurs  tous  les  termes  qui  n’auroient  point 
A A pour  facleur , parce  que  nous  aiions  demon  tier  dans  un 
moment , que  l’equation  relultante  ell  toujours  drvifibJe  par  une 
puillance  de  A qui,  dans  le  cas  prelent,  eft' A1-  Dapies  ces 
reflexions , on  reduira  ailement  ^equation  qu’on  vient  de 
trouver,  a cette  autre,  apres  avoir  diviie  par  A A, 

(c"d-  cd')  A. A — ( b"d  — bdj  A'B  — (d'd  — ad*)  (AC  — SB) 

rf  (Vc  - b c")  A c$.  (d’b  .r-  * b")  CC  r-  (dc  - ad)  B C'  =0, 
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Equation  dans  laquelle ii n’y  a plus  qua  mettre pour  a, l, c,S cc. 
a",  b".  See.  leurs  vaieurs  trouvees  ci-delfas. 

II  fe  prefente , conlre  cette  methode,  une  difficult^  qui, 
quoique  plus  appa  rente  que  reelfe , merite  cependant  d’autant 
plus  d’etre  levee,  que  (a  Foiution  m£me  felt  a connojtre  les 
termes  qu’on  peut  fe  difpenfer  d’omeltre  dans  le  calcul;  pouf 
la  mieux  faire  fentir , protons  un  exemple ; Soient 

'Ax’  + Bx'- 1-  Cx7  + Dxi  + £*5  + Fx*+  Gx’  + Hx'+Kx  + 1 = 0 
Cx-SfD'  — o, 

•on  aura  d’abord  trois  Equations  de  la  forme  luivante , 

<^'+  i A-7-f  cx*+4x1+ex*  + fx'+gxt+hx+k  =o 

Sxa+  b"x7  + e"x*  + + cux*  + fx>+  g"x'+  h"x+  k"  = o 

d"x*  + h“'x7  + cmx*  + dmx>  -4-  *"'*♦  -f-./V  + g"'x‘  + h'"x  + k‘"  = o, 

DaaslcAp dies  4 , b , e , Ac.  ferout  de  p-\+jf’+-i,p-^p''\-z»te‘\ 

+ * P>  ftc-feront  de  p+p‘+i,p  + p'+-  3-^Umenfions. 
d",  b" , c &c.  feiont de  p-{rp'+l,p+p'-\-  4*  &c-f 
p Cl  p'  marqnant  les  dimeoAons  d c A A'  J 

Concevons  quon  febftitue  pour  x*  la  valeur 

a eft  facile  de  voir  que  la  valeur  dear* 

aura  pour  denominateur  A6.  Done  quand  on  aura  fait  toutes  leS 
fuhftitutions  dans  les  trois  equations  du  8.”“  degre,  & qti’on 
aura  fait  dilparoftre  les  fractions , le  dernier  terme  des  trois 
notiveiles  equations  fera  de  p •M—  p —I—  p -4—  & P dSntenfiona 
pour  la  premiere : de  p -4-  p'  —H  1 o •+-  & P P01®  ^ 
feconde ; de  p —t— p — t-  * * -+■  6 P P001"  fe  troififcme  , •&  par 
coafeqaeut  les  cogffidens  de  #*,  x ,x,  auiont  fucceffivement, 

| v j ' ' f . . . 

Pour  la  i.**  p A7p‘-v-  7>  P + 7/’  + P A7  P'  + 9 J 

Pour  la  a.me  p + 7/  + 8,  P + 7 P+  9>  P + 7p'  + 10  } dimenfion* 

Pour  la  j."**  j ? -}r7p'  + 2*  f+7  P + l0>  P~i~7P'  + ” 5 

Done  fe  degr^deT^quationlans  x,feia  3 p -1-  * 1 p-^-^-7* 
inais  fuivant  la  premiers  methode,  ii  ne  devit>it  &i re  qu< 

* Sf  ii; 
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3* 6 M^moires  de  l’AcadjSmie  Rotale 
2 * p -t—  p p — f—  27  ; done  la  nouvdle  methode  donne  unit 
Equation  plus  elev^e  qu’il  nefaut , de  i 2 p dimenfions,  & a 
proportion  dans  le  degr^  plus  elev^ ; mais  cct  inconvenient 
qui  feroit  tr£s-r&l,  fi  le  divifeur  de  12  dimenfions  que  l’e- 
quation  finale  renferme  alors  doit  eomplexe,,  difparoit  totale- 
ment  quand  ce  divifeur  eft  monome , & il  eft  lei  en  effet 
dans  le  cas  prefent.  Pour,  s’en  convaincre ,,  il  faut  remarque* 
que  la  nouvelle  mediode  donne  le  m£me  refultat  litteral , 
quel  que  loit  p ; done  1’djuation  finale  doit  avoir  le  meme 
divifeur  littml  quand  p eft  zero,  que  quand  il  ne  l’eft  pa si 
or  quand  p eft  afro , l’&juation  finale  eft  a fen  v&hable  degre , 
pui (quelle  eft  alors  du  degre  3 p -+-  27 ; done  le  divifeur 
quelle  pent  avoir , & quelle  a eri  effet , ne  peut  &re  qu’une 
puiflance  de  A,  puilqu’il  n’y  a que  A qui  (bit  de  zdo  di- 
menfions; done  puifijue  ce  divifeur  doit  £tre  le  m&ne  dans 
tous  les  cas,  on  en  doit  condure  que . iequatfon  finale  dans  lq 
' cas  prefent  fera  divifible  par  A ll- 

On  prouvera  de  m&ne  que , dans  J exemple  que  nous  avons 
. traite  ci-deflus , l’djuation  devoit  &re  divifible  par  A 1 comme 
nous  l’y  avons  fuppofe , & comme  le  calcul  le  prouve  en 
eflet,  & en  general  que  I’&juation  finale  fera  divifible  par 
ce  qUj  fe  d&luit , tant  de  ce  qui  vient  d’etre 
dit,  que  du  Lemme  I I. 

Cette  remarque  peut  etre  utile  pour  abreger  encore  fe 
calcul  , parce  que  des  qu  on  (ait  que  i’&juation  finale  doit 
&re  divifible  par  A(m  ~ mV  on  eft  en  droit  de  rejeter, 

dans  les  multiplications  par  felquelles  on  parvient  4 1’equation 
finale,  tous  les  termes  dans  lefquels  on  prevoit  que  A aura 
£ la  fin  un  expolant  moindre  que  A(m~m’)  Quand. 

vi  — ni,  on  vbit  qu’alors  il  n’y  a aucun  divifeur,  & que 
par  confequent  la  mdhode  expofee  pour  ce  cas,  m£ne  direfle-; 
ment  au  refultat  le  plus  fimple. 

Le  calcul  que  nous  avons  fait  ci-deflus  pour  dimmer  X 
de  deux  equations , l’une  du  quatrfeme , I’autre  du  jfecond 
degr£ , eft  devenu  beaucoup  plus  facilq  qu’il  n’y  ayoit  lieu  dq 


/ 
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Jefp&er , par  la  remarque  que  nous  avons  faite  qu’apr^s  avoir 
ibrm£  le  produit  des  deux  premiers  fafteurs.,  on  trouveroit 
tout  de  fuite  ie  produit  des  deux  autres , en  echangeant  feuie- 
ment  les  Jetties  de  la  premiere  & de  la  feconde  equation  dans 
Jefqueiles  on  avoit  iubltitue.  Cet  avantage  ne  ie  home  pas  an 
cas  ou  June  des  deux  equations  proposes  monteroit  au  fecond 
,degre;  mais  pour  mieux  faire  feritir  en  quoi  il  confifte  dans 
ebaque  cas , prenons  encore  un  exemple. 

Soient  done  Ax *-{-  Bx+  -j-  Cx*-\-  Dx*-\-  Ex  -j-  /'.=  o 
& A'xi+  ffx*+  Cx  + O'  — o'. 


on  tirera  de  la  comparailon  de  ces  deux  Equations  r faite 
comme  il  a etc  expiiqu^  ci-deflus,  trois  equations  de  la  forme 
fuivante ; 

g*'+  hx%  4-  kx  + / as  o, 

fx*+  g>xi+  h'x*+  k'x  4.  /'  = o, 

fx*  + g"xi -j-  a>*+  a-x  + r - o. 


i’^quation  A'x3  -+-  &c.  donnera  x*  = 


— Vx*  — Cx—  iy 


V Px'-y-  ffCx  w 
— A' C'x‘  — A'  D'x 

A'  A' 


; par  conlcquent  en  fubfti- 


<jua#it,  on  aura  les  trois  Equations  fuivantes  .; 


f“B'B'\  +f'B?C'\  4 f B’D\ 

r-  f'A'C'l  , fA'jy ( — g"A'D'(=z  9. 

— g^A'B'r  - //rr  + i’a'a\ 

.4  it 4 i ) + k'A’t  ) 
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32#  M£moires  de  l’Acad^mis  Royale 
Pour  diminer , il  ne  feroit  pius  queftion  que  de  fubitituer  dam 
la  feconde  formuie  de  la  feconde  forme  du  Lemme  I ; mais- 
la  fitbftitulion  entire  n’eft  pas  n&efiaire,  ii  foffit  de  la  faire 
feulement  dans  le  premier  tame  qui  elt  (a'  b‘  — a b)  c, 
ce  qui  donnera  pour  premier  terme  de  liquation-  finale , ia 
quantity  fuivante; 

[(/]?£' — fA’C — g A 2T-f-  kA'*)  (f'F  C - f ArD'  — g'  A'  C-f  k'A'* ) 
— (f'B'B‘-  f A'C— gA'B'  + h'A'‘)  (f  B’  C — fA‘ & — g‘ A'  C + k'A'')]. 
(f B'D'—jf AD  '+fMA'A') 

pour  ^valuer  ce  terme,  on'  multipliers  les  deux  premiers 
.fiufteurs  renfermds  entte  les  doubles  parenthefes,  & en  chan- 
jjeant  f en  f & f en  f,  g ai  g'  8L  g'  en  g,  & ainfi- 
de  fuite , changeant  de  plus  les  fignes , on  aura  le  produit  des- 
deux  autre?  fa&ettrs  leniames  entre  les  doubles  parentheies ;; 
on  multipiiera  le  tout  par  le  fafleur  qu’affedle  la  double 
^ parenthele,  & dans  ces  multiplications,  on  omettra  tous  les- 
termes  que  Ion  prevoiia  ne  devoir  pas  avoir  & la  fin  A*  pour 
fc&eiHv 

Cela  pole,. on  changem  dans  le  produit  total  qu’on  vient 
de  former  ; i,°  tous  les  fignes;'  2.0/'  en  f & f"  en  f 
g en  g"  St  g"  en  g,  & ainfi  de  fuite , & on  aura  ce  quauroit 
produit  la  iubftitution  dans  (ab‘ — a b")c  fecond  terme  <fe 
la  formuie  ;,enluite  on  changera  encore  dans  fe  premier  produit 
total  / eu  f & f”  en  f,  g en  g & g'  en  g.  & c.  on- 
changeia  auffi  les  fignes,  & on  aura  par-la,  ce  quauroit  pro- 
duit  la  fobftitution  dans  (a  b" — a b‘)c;  la  Ibmme  de  ces; 
trois  refoltats  etant  egalee  i zero , & divifee  par  A*  donnera 
i’equation  finale , en  y fubllituant  d’nlllears  pour  f,  g , &c.. 
f,  g,  Se  c.  f,  g,  See.  leurs  valeurs  doun&s  par  k methode 
ci-deflus. 

En  voila  aflez  fur  les  Equations  a deux  fnconnues.  Jfi 
n’infifie  point  for  1’ufage  qu’on.  peut  faiiie  de  ces  m&hodes,. 
pour  la  conftmdion  des  formules  d elimination ; mais  1a  forme 
lbus  laquelle  ces  m&hodes  les  donne-nt,  me  paroit -trb-propie 
a mettre  for  k voie  pour  les  firmer  par  une  regie  g£ndrale 


Digitized  by  ^.ooQle 


d E s Sciences.  31* 

*qui  n’exige  point  de  lubftitution  dans  aucune  formule;  c’dtun 
■travail  auquel  j ’invite  ceux  qui  feront  aflez  heureux  pour  avoir 
plus  de  temps  a depeider  que  moi. 

La  methode  pour  les  Equations  a trois  ou  it  un  plus  grand 
nombre  d’inconnues , peut ' recevoir  aufli  des  abi^viations 
fbndees  fiir  les  memes  principes ; a la  v&ite  ces  abreviations 
introduiront  un  fa<5teur,  mais  il  fera  monome  & determinable 
independamment  de  l’operation.  Nous  nous  contenterons  d’ex- 
pofer  ces  moyens  d’abreviation , en  prenant  pour  exemple 
Jes  eqiiations  a trois  inconnues;  cet  expole  & celui  que  nous 
avons  fait  a l’occalion  des  equations  a deux  inconnues , uiffiront, 
je  penfe , pour  iaire  connoitre  comment  on  doit  traiter  les 
Equations  a un  plus  gi-and  nombje  d’inconnues,. 

Soient  done  d’abord  les  trois  expolans  de  x egaux  entrant; 
on  determinera , par  les  moyens  donnes  plus  haut,  les  valeurs 
de  n , n’  & a"  ou  (implement  les  valeurs  de  a & a ",  poroe 
<que  dans  le  cas  prelent  «=//'. 

Cela  pole , les  trois  equations  etant 


Axm- 1-  Bxm~*  -+-  Cm"-1  Dxm->-t ..........  T=o; 

A'xm-+-  -v-  Ox"-'  + Vxm-'-*- r'=  *, 

B"*m z'-h  Cx D*xm->-+.  7W=»« 


pi  lieu  de  multiplier  oes  equations  relpe&ivement  par 

MxK  h-  Nx  * -1  &c. 

M'x'  4-  N'x*  “•  4-&c. 

M"xun  + N"xm"-'  -4-&C. 
fpn  sy  prendra  de  la  manfere  luivante. 

1. °  Du  pioduit  de  la . premiere  muItipHee  pop>  A,  oa 
retranchera  celui  de  la  feconde  muhipliee  par  A. 

2. °  Du  produitde  la  premiere  multipliee  -par  Ax  4—  B , on 
retranchera  le  produit  de  la  leconde  multipliee  par  Ax  — t—  B . 

3.0  Du  produit  de  la  i.re  multipliee  par  /IV 4-  B'x-^-C', 
on  retranchera  le  produit  de  la  feconde  multipliee  par  Ax  4— 
\Bx  4-  C,  & on  continuerade  rn£me  julqu’d  ce  que  le  multipli- 
. cateur  (bit , devenu  du  degre  a , aprbs  quoi  on  comparera  la 
. premiere  a la  troifiems  de  la  mam&e , ceft-d-dire  que : 

Mem.  1764..  X t 


Digitized  by  ^.ooQle 


'330  MfMOlRES  DE  i/AcAD^MIS  RoTALE 

i .°  Du  produit  de  la  premiere  multipiide  par  A",  on  retranK 
. chera  le  produit  de  la  feconde  muitipli^e  par  A. 

2°  Du  produit  dela  premiere  multipliee  par  A‘ jr — | — B",  on 
retrancjiera  le  produit  de  la  feconde  multiplie  par  Ax  -\-  B 
& ainfi  de  Elite  julqu’a  ce  que  le  multiplicateur.  loh  deverw 
du  degre  //". 

Par  ces  operations,  on  aura  n — 2 equations , cha- 

cune  du  degre  m — 1 ; & comme  »z=:  m — //* 2 ,, 

on  aura  m equations  du  degre  m 1 , c’eft-a-*iire  autant  qu’il 

eft  neceflaire  pour  eiiminer  par  la  fimple  lubftitution  dans  Ies> 
formules  du  Lemmel,  & moins  qu’on  n’en  auroit  eu  ,.fi  on; 
fe  fut  borne  a chercher  les  valeurs  de  M,  N,  &c.  M- , N',  &.c.. 
M" , N",  &c.  Pour  connoitre  maintenant  le  divifeur  monome 
qu’acquerera  lequation,  ii  faut  remaquer  que  les  dimenftons> 
ties  coefficiens  des  termes  des  equations  formees  par  la  com- 
paraifon  de  la  premiere  & de  la  feconde  equation  propofees,, 
feront 

Pour  &•  l.rt‘  p j/  -H  I , p -+-  //-+-  1',  p -i~  j/  }.  p -4-  }?  -*-  4,  &C.  julqul  p -*•»  f -+-  I* 

Pour  la  i.A*  p -f-  y -+.  a,  p -+-  p 3 , p -+-  p ■+■  p -4-  p.-t-  5 , &c.  jufqu’i  p p -H  *»  -+•  t 

Pour  la  3."*  p + p 3,  p p -+•  4,  p -+•  p J , *p  p 6,  &c.  julqu’i  p -4-  p -+-  m -+-  a,  Act- 

fe  nombre  de  ces  progreflions  etant  n -f-  i ;&  par  la  com- 

porailon  de  la  premiere  & de  la  troifieme,. 

f+/+  1 >p  pr-*~  * » p -+-  p"  -+■  3 rp  -f-  p -4-  4,  julqu’5  m 

P -+-y'H-  *+-y'-t-  3»  P *+* p"-*-  4»  />  -1-  y'-t-  5 . julqu’l  p p' -+-m  -+-  r 

P.  rl-y'rt-  3*  PH-y-H  4-»  P ■+■  /'-♦*  5»  P ■+■  6.  jufqu’a  ^ -4-  p -+-  m -3-  a , &e». 

le  nombre  de  ces  progreflions  etant  //' -t-  i. 

Done  jar  le  corollaire  1 1 du  Lemme  II,  la dimenfion 
f equation  Ians  x relultante  de  cette  methode , lera 

{ 2p  -4—  xp'-t-  n— k- 2)  ( — ^ — ')  — H-  (2  p —t—  2jT 

X)  ) + („  + „•+,.)  . 

t=.  mm  — w -f—  r — /?'  -|—  -4—  />  /w  -4—  p^n 

*r — (m~A~ p1,  ~ — y"  — — z/  ti’t  en  raetlant  pour  n Eu 
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valeur  m — n"  — % ; or  la  dimenfion  de  1 equation  Ians  x 
ne  doit  £tre  que  mm  — m H—  1 — p — p'  — f- 
H—  />  1 it  — f-  /»'  m — (m-\~  p -l—  // — — «*  — a,)  11" ; 
done  la  nouvelle  methode  donne  un  exeks  de  p — I—  p «"• 
dimenfions. 

Or  je  canclus  de-Ii  que  l’&pation  quelle  donne  eft  divi- 
fible  par  A 1 ea  effet,  puiique  f equation  eft  trop  dev& 
de  p — p n"  dimenfions , chacun  de  fes  termes  etant  necefi 
Jairement  du  m£me  nombre  de  dimenfions , il  faut  quechaque 
terme  ait  iui  fiufteur  fuperftu  de  p -t-  p a"  dimenfions ; or 
je  dis  que  ce  fatfeur  eft  le  m&ne  pour  chaque  ter  me,  & ceia 
eft  Evident,  puiique  lorique p Ida  zero,  ii  doit  £tre  de  zero 
dimenfions,  ce  qui  ne  peut  convenir  qu % A;  done  ce  fadeur 
xft  generalement  A ' ***  * *,  drlairciffons  cet  expole  de  la  m&hode 
par  un  exeinpk.  Soient  ies  trois  Equations , 

A x'  -J-  Cx  -f-  D ~ o« 

Ax'  + Bx'  + Cx  4.  0 = o . 

Ax*  + BTx'+  Cx  •+•  D‘~  o, 

,l8c  foient  A de  deux  dimenfions,  A de  trois,  & Ar  (Fund 
dimenfion  ; on  aura 

*T  = ■ u—  - , n = * ~ --  / ia  plus  petite 

valeur  qu’on  puille  donner  k pour  que  n",  n,  n ibierfc 
pofitives,  & pour  que  m — n ioit  plus  grand  que  ru"  —f—  n 
^ft  a.  — 5 ; done  «"  = o,  //  = 1 , a = 1 , & 'par 
<x>nlequent  = 1 8. 

Si  on  renverfe  i’ordre  des  equations  & qu  on  convolve  que 
dcelle  qui  doit  la  fecondp  eft  a&ueUement  la  demiere , & que 
ia  demibre  devient  la  ieconde,  w,  ti , repondant  a la 

>premi&re,  ieconde  & troifi&ne  equation  du  nouvd  arran- 
gement ; on  aura, 

jf  = «'  r=  , «=  / Ia  plus  pethd 

X 2 2 

toleur  qu’on  piui&  donner  i a,  fft  a i > qui  donop 

_ ^ ^ • " Ti  jjj 
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tf  zzz  o,  ri  = I,  n = i & G = 1 6. 

Renverfbns  encore  1’ordre  des-  Equations , de  manure  qu* 
eelles  qui  dans  le  premier  arrangement  etoient  ies  deux  der- 
nieres , loient  a<5luellement  les  deux  premieres , & que  la  pre-*; 
miere  devienne  la  demiere ; nous  aurons 

tr  = ? - — , ri  = *■  , n = — ■ — - ;■  fa  plus  petite 

valeur  qu’on  puiffe  donner  k et  eft  3 , qui  donne  n"  z=z  o , 
ri  = 1 , « = i & C = 17  r & com  me  les  equations 
proposes  ne  pourroient  elre  comparees  deux  a deux  feulement, 
fans  donner  une  valeur  de  G au-deffus  de  17,  j’en  conclus 
que  pour  eliminer  dans  le  ca*  prdent,  il  faudroh , fuivant  la 
premiere  methode,  les  combiner  trois  a trois  en  deux  ma- 
nieres;  la  premiere  en  ajoutant  le  produit  de  Ax'  -+-  Bx* 
H—  Cx  -4—  D par  Mx  -+-  TV,  avec  le  produit  de  A"x\ 
•4—  K'x"  H-  C"x  — f-  Z)"par  TV",  & avec  le  produit  <fe; 

A x 1 H—  B V -4-  C'x  — f—  D'  par  M' , ou  {implement  avec 
Ax'  — f—  B‘x  -4—  C'x  -4—  jy  ; & la  feconde  en  ajoutant  le 
produit  de  Ax'  -+-  B'xx  -4-  C'x  -4—  D'  par  M’x  -4-  TV',, 
avec  le  produit  de  A"x'-h  B"xx-±- C"x  -|-  D"  par  M"x  4-  N"r 
& avec  le  produit  de  Ax'  4-  B xl  -f-  Cx  4-  D par  M,. 
M,  TV,  M‘,  TV',  M”,  TV",  marquent  ici  des  quantites  differ 
rentes  dfe  eelles  du  premier  cas.. 

Pour  parvenir  au  meme  refultaf  par  la  feconde  m&hode  r 
©n  s’y  prendra  de  fa  manure  fuivante, 

-Ayant  yu  qu’H  faut  multiplier  A x'  -4-  Bx1  -4-  Cx  -4-  D 
par  Mx  -+-  TV,  A"x ' -4-  AV-f-  Cux  4-  D"  par  M'x  4-  TV", 
& Ax'  4—  ^ V -t-  C'x  -4-  Z>'  par  A/'  feulement ; jecris 
fes  Uois  Equations  dans  I’oidre  fuivant ; 

Ax>+  Bx'+Cx+D  = 9, 

A"xi  4-  B“xl  + Cx  + D’=  or 
Ax>  -f  j5V  + C'x  + !)'=«, 

Du  produit  de  la  premiere  par  A',  je  retranche  le  produii 
de  la  feconde  par  A,  & j ai 

<A’B  ~ A B')  **  + (A'C  —AC")  x + A'D  — AJJT^r  oi 
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Du  produit  de  la  premiere  par  A'x  — i—  B",  je  retranche 
fe  produit  de  la  feconde  par  Ax  -t-  B,  & )’ai 

(AmC  — AC")  x'+(A'D  — AD"+BHC—  BC")  x + B?D  — BD"  =as* 

Du  produit  de  la  premiere  par  Ay  je  retranche  le  produit 
ide  la  troiffeme  par  A,  & j’ai 

(A‘B  — AB')  x * -f  (A’C  — AC)  x 4-  A'D  — AD'  — <5. 

La  queftiotr  df  reduite  & comparer  ces  trois  equations  dit 
a."1*  degre  & fa  iAe  formule  de  la  a.mc  forme  du  Lemme  lr 
kquelle  donnenv 

[ (A”B  — AB”)  (A”D — y<Z>*  -+-  B"C  — BC”)  (A'C—AC)1]  (A'D  — AD'-> 
&-WA'B  — AB')(AC  — AC”)  — ^"5  — /15”;  f,4'C  — AC')]  (Bf'D  — BD"\=X  * 
ri-  [/A'C—AC”)  (AC—  AC')—(A'B—AB)(A"D—AD”-^B”C—BC)]  (A”D—AD")tr 

ifquation  quf  r apr&  Ies  operations  faites  y feiadivifible  par  A “*■  * ", 
c’dl-a-dire  par  A. 

Pour  avoir  la  feconde  equation  Ians  x , il  n’y  a autre 
chofe  a faire  qua  changer,  dans  celle  qu’on  vient  de  trouver, 

A en  A 5c  A en  A , B1  en  B & B en  B1, 8c,  ainfi  de  fuite. 

Dans  les  degies  pairs,  ce  changement  ne  donnera  point  une 
nouvelie  equation;  cell  pourquoi  H faudra  faire  le  calcul  pour 
d’autres  valeurs  de  »&  de  qu’on  trouveta  com  me  ii  a eta 
dit  plus  haut, 

Soient  maintenant  m , m\  m"  inegaux,  8c  que  m foit  plus 
grand  que  m & m plus  grand  que  m",  ou  qii’il  y ait  tout  au 
plus  egalke ; apres  avoir  determine  «;  n 8c  w",  on  procederai 
comme  il  fuit  r 

i.°  Du  prodhit  de  la  premiere  par  A,  on  retranchera  le 
produit  de  la  feconde  par  A x m ~~  m & on  aura  une  premiere 
equation  du  degre  m i. 

i,a  Du  produit  de  la  premiere  par  A'x  -f-  B',  on  retran- 
chera le  produit  de  ia feconde  par  A xm  ~ m ' ^ ‘ -h  Bx  m~m>r 
& ou  aura  une  feconde  equation  dii  degre  m — i * 

0 rn  . ••• 

> t JJJL. 
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3.0  Du  produit  de  la  premfere  multipliee  par  A'xx  4-  B'x 
-4-  C,  on  retrancherale  produit  de  la  feconde  multiplfee  par 

Ax'n-m‘-x-i-  Bx  H-r^m”w/#.&onfwra 

une  troiffeme  Equation  du  degre  m — 1. 

On  continues  ainfi  julqu’a  ce  que  le  premier  jnnltiplicateqr 
loit  devenu  du  degre  n. 

On  fubftituera  dans  chacune  de  ces  Equations , au  lieu  (fc 
V*'  & fes  puiflances  plus  dev&s,  Ja  valeur  de  **",  trr^e  de 
Ja  feconde  equation.,  & les  puiflances  plus  elevees  .qu’on  ea 
conclura  pcudes  multiplications  Scfubftitutions  fucceflives ; par-la, 
on  aura  //  4-  ,1  equations  chacune  du  degre  m — j. 

Ces  operations  faites , fl  n -f-  a eft  plus  petit  que  m\  on 
comparera  la  feconde  .a  la  troiffeme  comme  on  a compare  b 
premiere  a la  feconde  , mais  feulement  julqu’A  ce  quele  mul* 

tiplicateur  de  la  feconde  loit  devaiu  du  degre  m" n 2; 

tce  qui  donnera  /«" — n — 1 equations  du  degre  m — 1, 
,&  par  confequent  on  aura  en  tout  m"  Equations  .chacune  du 
.degre  m — i„ 

Si  n -t-  2 fe  trouvoit  plus  grand  que  in",  on  necompareroif 
;ia  premiere  equation  a La  feconde  que  julqu  a ce  qije  le  multi* 
^dicateur  fut  devaiu  du  degre  0 *4-  .1  - — m\. 

Alors  on  lubfljtuera , dans  chacune  des  tn  dquations.du.degr^, 
m 1 au  lieu  de  x m ' & fes  puiflances  liiperieures , la  yaleur 
<4e  xm  " & ,4e  fes  puiflances iuperieures  canclues.de  la  trrafieme 
.-equation,  & on  aura  m"  Equations  chacune  du  degrd  nt — I, 
iefquelleSj  compares  aux  tommies  ,du  Lernme  II,  donneroi# 
j equation  fajis  x. 

line  relte  plus. qua  demontter  que  liquation  Ians  x,  trouv^C 
^e  cette  maniere  , ne  fera  pas  plus  elevee  qu’eUe  ne  doit  are, 
ou  du  moios  que  le  divifeur  quelle  aura  ienfmonome : void 
comment  on  y parvient. 

Les  « 4-  1 equations  relultantes  de  la  comparahon  de  b 
premiere  ^quatiqn  a la  feconde , fetes  avant  la  fubflitution  de 
f m V feront  telles  que  les  dimettfious  iuccsfliy?s 
iJes  puilfences  de  x,  fejp# , ; . . 
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jr+V  4-  » » />  4-  / 4-  * . />  4-  /4-  '3  jurqu’a  />  + / 4-  m 

p+p'  + Z,p+p+  i.  p+p  + + jufqu»  ^ +/»'  + » + * 

p 4 -p  4-  3.  p +p  4-  +.  P 4-/4-  5 i«fqu’a  / 4-/  4-  » 4-  2»  4c. 

jufqua  n -)-  i progrcflions. 

Et  apris  la  fubftitution  de  x w ' les  dimenfions  des  coefficieiis 
feront 

— irZ-f- 1 trt )ft 

jM-« — m'-t-  * — wtjjf  julqu’i/>-t-/-hm-+- 1 

— vt)]l 

jpfqtf  & if  -4-  i progrdTions. 

Les  w"  — //  — i Equations  r^fuitantes  de  la  comparaifon 
de  la  feconde  Equation  & la  troifieme , faites  ayant  la  fiibfli- 
tution  dexm  ",  auront , pour  dimenfions  fucceflives  des  puiflances 
de  x,  les  prqgreffions  fiiivantes 

y + p"  4-  1 » / + P +*■>  P 4-/  4-  3 Kq«»  P +Pm  + m'> 

p'  4-  / 4-  2 » p'  4-  p"  4-  3 » P 4-  p"  4-  + jufqu»  p + p"  + m‘  4 - r > 

j?'  4-/  4-  3.  / 4-/  4-  +>  P +Pm  4-  5 iafqu»  P + p“  4-  »'  4-  *>*«•- 

jufqua  un  nombre  dc  progrcffions  = m*  — n — i»<  . 

& loriqu  on  aura  fait  la  fubftitution  de  xm  *,  tant  dins  les 

u h—  I premieres  Equations,  que  dans  les  m*  — n I 

diem  teres,  on  aura  i.°  //  i equations  du  degr£  m — i,> 
dont  les  coefficiens  des  puiflances  de  x auront  lucceflivemertt 
pour  dimenfions :: 

m — — nt* )p",p- 4-//  % Hrfitt*—  nt 

jufquk  p -*-  **-4-  fi* — nt)j?-+-(n{ — ri')  ft* 

)}/-*-( *** )p">T  -4-3  -*-( w — (id — vf)pf^ 

jufqua  3?  -4-  //  -4-  « -4-  1 -4 - (m  — nt)  -4-  (nf  — 
jf-4-3/4-  m — m"-4- 3-4-ff**— )y~\r ( nt — '$p-*-p'-\-+n— (in*— (vt—trf!)j/f 
jufqu’a  p -♦-// ^4- m—+-  1 -+*  (&  — fnu)jT*  ^Lc*‘ 

jufqua  9 -4-  1 progrcflGoro. 

a.°  m"  — « — 1 equations  du  degrt:  ni‘  — i dont  less 
coefficiens  des  puiflances  de  ay  auront  fucccflivement  pour' 
dimenfions 
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y -f-  y*  -4-  irf  — m"  -H1  rf-  /m7  — m?')  f,  — *•  /* 

jufqu’k  //  -4-  /'  -H  m!  -4-  (id  — m*)  f 

y -4-  p»  -4-  ft/  rnu  -+-2  r+-  {rf  m")  J r4-  (wt  vf)f 

jiifqu’a  + -f-  /V  — m"/  />" 

y rf  — m"  -h-  3 -H  (nt  — m",/  + | + (V — *7  /* 

jufqua  / -f  / + ff/  -f  2 -H  (V  — JW*y />",  &C. 
j^fqua  m*  rr-  n — > i progrofllom. 

Done  par  le  Corollaire  H du  Lemme  II,  la  dimenfion  da 
^equation  Ians  at  ; fera, 

[z  p zp'  2 m z nf  z -j-  z ( m — ni ) p’  z ( vt 
‘ — jtl  ) p -|-  J ( — ) — J-  [_  z p 4*  2 p -J—  Z M 2 w* 

. -f-  2 ( m'  — in  ) p"  4-  m'  — « ] f — ^ — ) 4-  m* 


deft- dire  en  mettant  pour  « fa  valeur  m — o" — -a, 

<G  « w 7W  -j-  p ttx  ■ — tn  — j-  tn  -j—  w — p ~f~p  — f—  i — p tn  4“  p tn 
4-  p tn"  -4-  p‘  tn  tn  — p'  m'  m — p"  m -f-  p"  m"  -f-  p"  ni  rtf  - 

— p"jnKtp"r—  (m  -f-  m — m"  -f-  p — P ~ »*- — z -f"  p'  9 
-pm')  n ; 

xnais  efle  ne.  devroit  itre  que 

pi  ni  p m + p'  m — tn  — tri  tf-  m — p p'  -f.  pm  t 

— (m  + m' t-  m"+  P i-p'  — p"  ff—  z)n"i 

doric  elle  efttrop  forte  de 

p — z p' m -\-  p' m p'  rtf  jf  m tn  — p' m'  rrl  — p"  n ' 
4-  P"  m"+  p"  m' m"  — p"  tn  mu  — ( —p  -f  p m — p m)  # 
— P [( m — m)  (m‘  — n"  — 2 ) ■+•  n" H-  1 — »'  4-  m ] 
-j-  ( m — tn)  ( m'\ — \ ) p" —jf\(  m *—  tn)  n 4-  rn  — n -r-  i] 

4-  p"  ( m'  — m")  ( i ) : 

Or  je  dis  j.°  que  le  fa<5leur  fuperflu  qui  affe<5le  chaquf 
terme  de  l’equation  fans  x,  ne  pent  renfermer  d’autres  lettres 
que  A & A1;  en  effet , la  dimenfion  de  ce  fadeur  ^tant 

f (m  rrr—  Ttl)  H -f~  til"  //  I ] -f-  fi"  ( tit  m'J 

y (m  — \),  doit  &re  zero  qand  p'  & p"  ieront  zdro;  or  H 

ny 
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li’y  4 qu£  A & A',  qui  foient  g&iaalement  des  dimenfions 
nulies  dans  ce  cas. 

z.°  Je  dis  que  ce  fa<fteur  {era  monome;  car  Iorfque  p,  par 
exemple,  {era  zero,  chaque  terme  de  {’equation  n’aura  plus  ion 
facteur  foperllu  que  de  p"  (tri  — m"J  (m  — i ) dimenfions; 
or  il  eft  facile  de  voir  que  ce  f&fteur  doit  etre  commun  a 
tous  les  termes ; done  il  le  fora  aufti  lorlque p ne  fora  pas  zero, 
& comme  le  railbnnement  eft  le  m£me  de  p"  compare  h p'. 
que  de  p a p" ; il  s’enfuit  done  que  le  fafteur  entier  foperfiii 
eft  commun  a tous  ks  termes  de  1’equation , & quit  ne  peat 
&re  quune  puiftance  de  A multiplieepar  une  puiftance  de  A\ 
e’eft-a-dire  qu’il  ne  peut-etre  que 

(a  — «V  » + W — « — > ^ (nt  — •(')  (tf  — t/ 

Nous  ne  pouflerons  pas  plus  Join  ces  recherches  fur  les 
moyens  d’abreger  le  calcul  de  l’elimination : ce  que  nous  en 
avons  dit  fuffit  pour  faire  connoitue  ce  qu bn  aura  k faire  quand 
le  nombre  des  equations  fera  plus  grand.  , 

Au  refte,  je  crois  ces  methodes  encore  tres-fufoeptibles  de 
perfe<5tion , & il  y a un  grand  nombre  de  cas  ou  en  fiiivant 
les  principes  fur  lefquels  elles  font  fondees,  on  parvient  4 trouver 
des  routes  plus  faciles;  mon  objet  ne  devant  pas  £tre  dans  ce 
Memoire  d’entrer  dans  ces  details,  je  me  borne  a en  avertir. 

La  recherche  de  la  dimenfion  que  doit  avoir  liquation 
r^foltante  de  i’evanouiflement,  eft  utile,  comme  on  a pu  le 
voir  dans  ce M&noire,  en  ce  quelle  fort  h juger  fi  une  m&hode 
qu’on  fe  propoferoit  d employer  pour  diminer,  convient  a ce 
but  ou  non,  en  apprenant  fi  1’equation  & laquelle  cette  methode 
conduira , fora  ou  ne  fora  pas  dun  nombre  de  dimenfions 
fuperieur  & ce  qu’il  doit  £tre , & m&ne  fi  le  fiufteur  fuperflu 
doit  etre  monome  ou  complexe. 

On  peut  encore  appliquer  4 beaucoup  dautres  ufages  cette 
maniere  de  combiner  les  Equations,  particulierement  a la 
recherche  du  commun  divifeur  de  plufieurs  quantites  complexes, 
En  effet,  fi  deux,  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  quantites 
complexes  out  un  divileur  commun  compofe.par  exemple,  de 
x,  & de  telles  autres  quantity  qu’on  voudra,  on  peut  foppofer 
Mem.  1764,  V u 
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que  chacune  de  ces  quantites  eft  zero,  parce  quelle  le  devien- 
droit  en  effet,  ft  on  mettoit  pour  x fa  valeur  qu’on  auroit  en 
egalant  ce  divifeur  k z£ro : alors  011  le divifeur  eft  dune,  ou 
de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  dimenftons;  il  ny 
a done  qua  chercher  quels  font  les  polinomes  indetermin^j 
par  lefquels  il  faudroit  multiplier  cliaque  Equation  pour  quen 
Egalant  4 z&o  la  fomme  des  produits,  il  n’y  reflat  que  les  deux 
demiers  termes,  ft  le  commun  divifeur  doit  etre  dune  dimen- 
fion,  ou  les  trois  demiers,  s’il  doit  £tre  de  deux  dimenfions,  & 
ainft  de  fuite.  Je  me  contente  d’indiquer  cet  ufage. 
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